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denselben Weg zuriickzufahren, um die Linie wieder aufzusammeln.
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Wir rechnen mit Wegen! Motivation
g

Wege beschreiben, wie wir uns bewegen, etwas tun, Dinge verarbeiten.
Methode kommt von altgr. peta [meta] “tiber’ und 686¢ [hodds] “Weg’.
Bislang nutzen wir Wege, hier also stetige Abbildungen « : [0,1] — X,
vorrangig um den Wegzusammenhang eines Raumes X zu behandeln.
Doch Wege leisten noch viel mehr: Wir kénnen mit Wegen rechnen!
Diese fundamentale Idee ist Gegenstand des vorliegenden Kapitels.

In Analysis und Physik nutzen wir Wege fiir Wegintegrale und 16sen
damit das Potentialproblem fiir Vektorfelder: Genau dann besitzt das

€ —Vektorfeld f: U — R™ auf dem Gebiet U C R” ein ' -Potential
F:U — Rmit F’ = f, wenn das Wegintegral [, f-dy verschwindet
entlang jedes geschlossenen Weges v in U. In diesem Falle erhalten wir
das ersehnte Potential F'durch das (nun wegunabhéngige!) Wegintegral

F(z) = F(zy) + fs;o f(s) - ds.

Umgekehrt gesehen: Mit geeigneten Vektorfeldern konnen wir Wege
untersuchen und so zum Beispiel die Umlaufzahl bestimmen, siehe J118.
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Wir rechnen mit Wegen! Motivation

Fiir Wege haben wir drei grundlegende Operationen: den konstanten
Weg 1, die Wegumkehr v — 7 sowie die Aneinanderhangung « * .
Wegverbindbarkeit ist demnach reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Die Aquivalenzklassen sind die Wegkomponenten des Raums X (G2F).

In der Topologie nutzen wir Wege zunachst fiir 7,(X) und dann fiir die
Fundamentalgruppe 7, (X, z,) und ebenso elegant wie allgemein fiir das
Fundamentalgruppoid II(X) eines Raumes X. Dies wollen wir erklaren,
erst sorgsam definieren, dann effizient berechnen. Dabei wiederholen
sich die obigen drei Operationen nun fiir Homotopien von Wegen!

Ausblick: Diese Theorie lasst sich in hoherer Dimension weiter treiben.

Dies nutzt man in so diversen Gebieten wie der Algebraischen Topologie,
der hoheren Kategorientheorie und der Logik / Homotopietypentheorie

(Homotopy Type Theory, kurz HoTT). Wege beschreiben Umformungen,

Programme, Beweise, .... Die HoTT tritt an als konstruktive Alternative

zur bewahrten Mengenlehre, als Grundlage fiir die gesamte Mathematik,
insbesondere als Briicke zur Informatik und zu Beweisassistenten.




Worum geht es in der Algebraischen Topologie? Oberblch

Die Algebraische Topologie untersucht topologische Raume und ihre
stetigen Abbildungen durch die Ubersetzung in algebraische Objekte und
ihre Homomorphismen. Jedem topologischen Raum X wird hierzu ein
algebraisches Objekt F'(X) zugeordnet, typischerweise eine Gruppe wie
7, (X, x,) oder je nach Situation auch nur eine Menge wie m,(X) oder
sogar ein Ring wie 6(X,R). Zudem wird jeder stetigen Abbildung

g : X — Yein Homomorphismus F(g) : F(X) — F(Y) zugeordnet.

Diese Zuordnung soll funktoriell sein, das heifit, die Komposition stetiger
Abbildungen g: X — Yund h: Y — Z soll iibergehen in die Komposition
von Homomorphismen, also F'(h o g) = F(h) o F(g). Die identische
Abbildung id i : X — X soll natiirlch tibergehen in den identischen
Homomorphismus F(id x) = id p(x). Wir sagen zusammentfassend,

F'ist ein Funktor von der Kategorie Top der topologischen Raume

in die Kategorie Grp der Gruppen (bzw. Mengen, Ringe, ...).

Der Funktor F'leistet die ersehnte Ubersetzung.
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Worum geht es in der Algebraischen Topologie? Uberblick

In diesem Kapitel fithren wir die Fundamentalgruppe ein und lernen so
den Funktor 7 : Top, — Grp kennen. Dieser ist, wie der Name andeutet,
fiir die Topologie von fundamentaler Bedeutung. Im nachsten Kapitel
werden wir diese Entwicklung fortfithren durch das duale Konzept der
Uberlagerungen und in gewisser Weise vollenden.

Ein solcher Funktor liefert ein algebraisches Abbild des urspriinglich
topologischen Sachverhalts. Oft ist das algebraische Abbild gréber,
somit leichter zu verstehen, und erlaubt eine Losung des Problems.

Die Fundamentalgruppe unterscheidet zum Beispiel bequem und prézise
alle geschlossenen Flachen, damit vollenden wir die Klassifikation (L6N).

In giinstigen Fillen funktioniert die Ubersetzung auch umgekehrt, und
die Topologie erleuchtet die Algebra, wie im Satz von Nielsen-Schreier
(M5D). Seine Aussage ist rein algebraisch: In jeder freien Gruppe ist jede
Untergruppe frei. Der Beweis hingegen gelingt am besten topologisch,
mit der Fundamentalgruppe und Uberlagerungen von Graphen.




Abstraktion und Konkretion arbeiten zusammen.

Uberblick
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Die Algebraische Topologie konstruiert und nutzt geeignete Funktoren,
um von topologischen Rdumen ein algebraisches Abbild zu erstellen, das

ausreichend akkurat ist, zumindest fiir grofie und interessante Klassen

von Fragestellungen. Konstruktion und Anwendung solcher Funktoren

sind meist subtil und raffiniert, aber auch von ganz eigener Schonheit.

Die Schwierigkeit ist oft nicht die allgemeine Definition der Invariante /
unseres Funktors, sondern die Berechnung in konkreten Anwendungen.

Uns gelingt erfreulich rasch folgende kleine, aber feine Auswahl:

topologischer Raum |Fundamentalgruppe (bis auf Isomorphie) | Ref
X =~ x zsziehbar {1} L2N
S™,on > 2 {1} L2u
St ~ C* (Z,+) L4c
R*\ {ay,...,a,} (81518, —) L4D
R"\{ay,...,a,},n >3 {1} L4E
Abstraktion und Konkretion arbeiten zusammen. Oberblck
topologischer Raum |Fundamentalgruppe (bis auf Isomorphie)| Ref
zshgd. Graph K (81,.--,8,|—), endlich: x(K) =1—g |L6D
RP! = St /{+1} = S? (Z,+) L2E
RP? ~ §2/{+} (Z/2,+) L6L
RP”, n > 2 (Z/2,+) L6T
GLI R ~ SO, R =~ S! (Z,+) L6u
GL3 R ~ SO; R =~ RP3 (Z/2,+) L6u
GL,C ~ GU,C (Z,+) L81
Torus S x St (Z x 7, +) L20
Kleinsche Flasche (a,b|a® = b?) L6Mm
Flache F; (@y,b1,...,a,,b,lag,bi]-[a,,b,]) L6M
Flache F (CorC1seerCyl CoCoCrCy  ChCy ) Lém
Flache F;,, r > 1 (@y,b1, . 50,,0,,dg, ... d, | —) L6H
Flache F ., r > 1 (Cp)C1y o3 Cyrday ey dy | =) L6H




Operationen auf Wegen o

0 L0 L0 2 !
1, ] vl 17 o 15
o a/&/b a/\/\b/_\"c

Definition L1A: Operationen auf Wegen

Die Menge aller Wege von a nach b im Raum X bezeichnen wir mit:
P(X,a,b) :={~:[0,1] — X stetig|v(0) = a, v(1) = b}

(1) Der konstante Weg 1, € P(X,a,a)ist1,: ¢t a.

(2) Die Wegumkehr ~: P(X,a,b) — P(X,b,a) ist y(t) = v(1 — t).

(3) Die Aneinanderhingung « : P(X,a,b) x P(X,b,c) — P(X,a,c) ist
a(2t) fir 0 <t <32,

axf:[0,1] > X:tr ]
B2t—1) firi<e<1

Die Abbildung « * g ist wohldefiniert dank a(1) = 8(0) = b und stetig
dank Verklebesatz E1p, denn [0, 1/2] und [1/2, 1] sind abgeschlossen.
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Aquivalenz von Wegen

Damit definieren wir Wegkomponenten 7,(X) wie in Kapitel G. Nun
schauen wir uns die moglichen Wege von a nach b in X genauer an:

Definition L1B: Aquivalenz von Wegen

Zwei Wege o, o’ € P(X,a,b) heiflen dquivalent, oder ausfihrlich:
homotop bei festen Endpunkten, geschrieben /7 : a ~ o/, falls eine
Homotopie H : a =~ o’ rel {0, 1} existiert, also eine stetige Abbildung
H:[0,1]> — X mit H(0,t) = a(t) und H(1,t) = o/ (t) sowie H(s,0) = a
und H(s,1) = b fiir alle s,t € [0, 1]. Graphisch stellen wir die Homotopie
H wie oben durch das Quadrat [0, 1]* mit beschrifteten Kanten dar.

y




Operationen auf Homotopien
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Die Relation ~ auf P(X,a,b) ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Wie bei Wegen nutzen wir folgende drei Operationen fiir Homotopien:

Reflexivitat Symmetrie
a « b a 5] b a « b
S S S
a H b , a H b| = |a H b
t t t
a Q b a Q b a 5] b
Transitivitat
a B b a vy b a y b
S S a f K b
b
ol H b & lal K b = &L P
a 5] b
¢ ¢ a'! H ©b
a Q b a 5] b a Q b

Operationen auf Homotopien
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Erlduterung

Aufgabe: Ubersetzen Sie diese Skizzen in explizite Formeln.
Begriinden Sie so die (immer implizit) behauptete Stetigkeit.

Losung: (1) Reflexivitat: Fiir jeden Weg a: [0,1] — X gilt H: a ~ «

fiir die in s konstante Homotopie H : [0,1] x [0,1] — X : H(s,t)

Diese Abbildung ist offensichtlich stetig, dank UAE des Produkts.

a(t).

(2) Symmetrie: Aus jeder Homotopie H : a ~ 3 folgt H : 3 ~ o fiir die in
s umgekehrte Homotopie H : [0,1] x [0,1] — X : (s,t) = H(1 — s,1).

Diese Abbildung ist stetig, da Komposition stetiger Abbildungen.

(3) Transitivitat: Aus Homotopien H : o ~ fund K : 5 ~ v folgt wie

skizziert H * K : a ~ 7y durch die in s verkniipfte Homotopie

H(2s,1 fir0 <s <
H*K:[()’]‘]X[Oal]%X:(Sat)H <S’> 1--lrl_s_
: K(2s—1,1) firl <s<

Die Stetigkeit von H K folgt aus dem Verklebesatz (E1p).

1
23
1.
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Verkniipfung von Wegeklassen

Proposition L1c: Verkniipfung von Wegeklassen

(0) Aquivalenz von Wegen ist eine Aquivalenzrelation auf P(X, a,b).
Die Quotientenmenge bezeichnen wir mit II( X, ¢, b) := P(X,a.b)/_..

(1) Aus /7 : o ~ B folgt [ - a ~ B mit [ (s, t) = [ (s, 1 —t). Wir erhalten
somit durch Wegumkehr eine wohldefinierte Umkehr von Wegeklassen,

“L (X, a,b) — [(X,b,a) mit |a] = [al.

(2) Aus H: a~a’ in P(X,a,b)und K : § ~ " in P(X,b,c)
folgt H>5 K:axf~a % in P(X,a,c). Wir erhalten somit

:II(X, a,b) x II(X,b,¢) = I(X,a,¢) mit [a]-[8] :=[ax*}f].

In Worten: Wir verkniipfen verkniipfbare Wegeklassen [a] € TI( X, a, b)
und [5] € II(X, b, ¢) durch die Aneinanderhdngung ihrer Reprasentanten
gemall [a] - [8] := [a x ] € II(X, a, ¢). Dank (2) ist dies wohldefiniert.
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Verkniipfung von Wegeklassen

Skizze: a 5 b b N a
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Verkniipfung von Wegeklassen Erliuterung

Aufgabe: Ubersetzen Sie diese Skizzen in explizite Formeln.
Begriinden Sie so die (immer implizit) behauptete Stetigkeit.

Losung: (0) Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat haben wir bereits
oben geklart. Die Aquivalenz ~ tragt also ihren Namen zurecht!

(1) Inversion: Aus jeder Homotopie H : o ~ 3 folgt H : & ~ B fiir die in ¢t
umgekehrte Homotopie H =: [0,1] x [0,1] — X : (s,t) = H(s,1 —1).

(2) Verkniipfung: Aus Homotopien H : a« ~ o’ und K : § ~ 3’ folgt wie
skizziert H * K:axf ~a' xp" durch die in t verknipfte Homotopie

H(s,2t fi

HxK:[0,1] x[0,1] = X : (s,t) (5, 21) lfr?
2 K(s,2t —1) fir 3
© Verkniipfung der Homotopien gibt eine Homotopie der Verkniipfung.

Die Stetigkeit von H x K folgt aus dem Verklebesatz (E1p). Die Inversion
und die Verkniipfung sind demnach wohldefiniert auf Wegeklassen.
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Verkniipfung von Wegeklassen Erliuterung

Sind diese Rechnungen langweilig? Ja! Sind sie dennoch nétig? Auch ja!
Manchen féllt die(se) Mathematik unnoétig schwer, weil sie leichtsinnig
springen von ,Das ist banal!” zu ,Das ist unverstandlich!”. Machen Sie es
richtig, lernen Sie mit Stift und Papier und rechnen Sie alles nach!

Zunichst einmal sind diese Feststellungen alle sehr naheliegend und
prazisieren offensichtliche Beobachtungen zu Wegen und Homotopien.
Darauf waren Sie auch alleine gekommen, vermutlich wire Thnen all das
nur viel zu einfach vorgekommen, um es sorgfiltig aufzuschreiben.

Warum mache ich mir dann diese pedantische Mithe? Ganz einfach:
Diese Rechenregeln mogen zwar zunachst unscheinbar daherkommen,
doch wir werden uns im Folgenden immer wieder darauf berufen.
Daher fangen wir ganz unten an und legen ein solides Fundament.

Soweit die logische Sicht. Aus didaktischer Sicht erklare ich alle
Konstruktionen kleinschrittig genug, dass Sie gut folgen konnen,
aber moglichst nicht zu kleinlich, um Langeweile zu vermeiden.
Das Beste ist wie immer die Arbeitsteilung. Klaren Sie die Details!




Das Fundamentalgruppoid I1(X)
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Satz L1p: Fundamentalgruppoid II(X)
Jeder topologische Raum X definiert eine Kategorie I1(X):
(a) Objekte sind die Punkte a,b, ¢, d, ... € X des Raumes X.

(b) Morphismen [a] : a — b sind die Wegeklassen von a nach b in X.

(c) Die Verkniipfung ist die Aneinanderhdngung von Wegeklassen.

Diese Verkniipfung erfreut sich folgender Eigenschaften:

(1) Identitat: Fira:a — bgilt 1, xa ~ a ~ a x 1,, also

(2) Inversion: Fir o : a » bgilt axa ~ 1, und a * a ~ 1;, also

o] -la] = [1,] und [a]-[a] = [1;].

(3) Assoziativitit: Fiir a <% b 25 ¢ 25 d gilt (o % 8) % v ~ a (8 % ), also

Das Fundamentalgruppoid I1(X)
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Beweis: Wir konstruieren passende Homotopien H : [0,1] x [0,1] — X:

(1) Identitat H : 1, x o ~ a,

a(2t) fir 0 <t < 2,
H(s,t) =< a(l—s) fiir 558 <t <2,
a(2—2t) fur 22 <t<1
o (3) Assoziativitat H : (a* ) * vy ~ a* (8 *7),
! ge 04(14_5:3) fir 0 <¢ < 118’
b/b H(s,t) =< B4t —1—s) fir F5 <t < s
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Das Fundamentalgruppoid I1(X) Erlauterung

Definition L1e: Fundamentalgruppoid II(X)
Wir nennen II(X) das Fundamentalgruppoid des Raumes X.
Allgemein ist ein Gruppoid G eine Kategorie, in der jeder Morphismus

invertierbar ist. Ein Gruppoidhomomorphismus ist ein Funktor
zwischen Gruppoiden. Diese bilden die Kategorie Grpoid.

v

Bemerkung: Hat das Gruppoid G nur ein Objekt, Ob; = {x}, so besteht G
nur aus der einen Gruppe G = Aut(x) = Mor(z, x). Umngekehrt konnen
wir jedes Gruppoid G als verallgemeinerte Gruppe betrachten: Zwar sind
nicht alle Paare von Morphismen verkniipfbar, doch fiir verkniipfbare
gilt stets Assoziativitat, und es gibt neutrale und inverse Elemente.

Beispiel: In der vertrauten Kategorie FinVec, der endlich-dimensionalen
Vektorraume iiber einem Korper K betrachten wir die Unterkategorie
FinVec} aller Isomorphismen. Dies ist ein Gruppoid. Genau dann sind
zwei Vektorrdume verbindbar, liegen also in derselben ,Komponente®,
wenn Sie gleiche Dimension haben. Kanonische Reprasentanten sind K.
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Das Fundamentalgruppoid I1( X) Erliuterung

Wir werden spater zu Fundamentalgruppen iibergehen, doch vorerst ist
das Fundamentalgruppoid das natiirlichere und naherliegende Konzept.
Fiir die ohnehin notwendigen, langweilig-grundlegenden Nachweise
kostet es kaum Mehraufwand, dafiir bietet es nutzliche Flexibilitat.

Das Fundamentalgruppoid ist ein zutiefst demokratisches Konzept:
Alle Punkte a € X sind gleichberechtigt! Es gibt kein Zentrum und
keinen ausgezeichneten Punkt, der schoner wire als andere.
Genau so demokratisch ist allgemein auch unser Raum X.

Fiir die Fundamentalgruppe 7, (X, z,) miissen / wollen / werden wir
die perfekte Symmetrie brechen und einen Punkt z, € X auszeichnen.
Das ist meist ein Akt der Willkiir, kann aber Rechnungen vereinfachen.
Vorerst folgen wir dem Credo der anarchistischen Bewegung;:

Ni Dieu ni Maitre de conférences
[Kein Gott, kein Herr Assistenzprofessor]
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Wege/klassen unter stetigen Abbildungen Erlauterung

Satz L11: stetige Abbildung

(1) Jede stetige Abbildung f: X — Yinduziert einen Homomorphismus
der zugehorigen Fundamentalgruppoide, namlichden Funktor

fi=1(f) : I(X) = I(Y), X3ar f(a)€Y,
([a] :a = b) = ([foa]: fla) = f(b)).

In Worten: Wir ordnen jedem Punkt a € X seinen Bildpunkt f(a) € Yzu
und jeder Wegeklasse [a] : a — bin X ihr Bild [f o] : f(a) — f(b) in Y.

(2) Zusammengefasst: Wir erhalten den Funktor II : Top — Grpoid.
Er ordnet jedem Raum X sein Fundamentalgruppoid II(X) zu und
jeder stetigen Abbildung f: X — Y den Funktor II(f) : II(X) — II(Y).

Aufgabe: Dies folgt direkt aus den Definitionen, ist demnach trivial.
Falls Sie tiben wollen oder zweifeln: Was ist zu zeigen? Zeigen Sie es!
Auch triviale Rechnungen wollen durchgefiihrt und gepriift werden.
Dann diirfen Sie selbstbewusst ausrufen: ,Ja, es ist wirklich trivial!®
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Wege/klassen unter stetigen Abbildungen Erliuterung

Beweis: (1) Wir rechnen nach, dass f, tatsachlich ein Funktor ist.

Fir den konstanten Weg 1, ina € X gilt f,([1,]) = [f o 1,] = [1)]-

Fiir die Verkniipfung sehen wir ebenso durch Einsetzen der Definitionen:
fillel - [8) = fllaxp) = [folaxp)]
= ((fea)x(fop)] = [foal-[fofl = filla) - £([8)-

Somit ist f, : II(X) — II(Y) ein Funktor, wie behauptet. Daraus folgt die
Inversion, allgemein fiir jeden Gruppoidhomomorphismus, hier konkret

[fea] =[feoa] =[feqa]
(2) Wir rechnen nach, dass IT : Top — Grpoid ein Funktor ist.

Furidy : X — X gilt TI(idy) = idp x), denn es gilt a = idy(a) = a

fiir alle Punkte ¢ € X und [a| - [idy o a] = [a] fir alle Wege « in X.
Fir f: X - Yund g: Y — Zin Top gilt (go f); = g, o f; in Grpoid,

denn a = (go f)(a) = g(f(a)) und [a] = [(go f)ea] =[ge° (fea)]. |QED
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Wege/klassen unter Homotopien Erliuterung

Sei H : [0,1] x X — Yeine Homotopie von H, = fnach H, = g. Zu
a € X erhalten wir ~y, : [0,1] = Y: ¢+ H(t,a). Fir a € P(X,a,b) folgt:

goox

g(a) —=% g(b) goa 7/ goa
S

Ya Vo Yo Hoa v — |=/Hoa/ o

=

fla) —=% f(b) foa foa/

Umwandlung von H zu K mit festen Endpunkten,
H(2t,a) fir0 <t
K(s,t) =< H(s,a(2t —s)) furs <t
H(2t —1,b) fir 125 < ¢ < 1.

Lemma L1): Homotopie

Sei H : f ~ g eine Homotopie. Fiir jeden Weg o € P(X, a,b) folgt
K:(feoa)xy ~7,x(gea)mity,(t) = H(t,a) und ,(t) = H({,b).
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Wege/klassen unter Homotopien Erlauterung

Satz L1k: natiirlicher Isomorphismus

Jede Homotopie (H,H): f~g: X — YV stetiger Abbildungen induziert
einen natiirlichen Isomorphismus (Hy, H,) : f, = g, : [I(.X) — 1I(Y) der
zugehorigen Funktoren / Fundamentalgruppoidhomomorphismen.

Als hilfreiches Sinnbild:

Beweis: Was ist hier zu zeigen? Zeigen Sie es! Diese Fingeriibung
erfordert das sorgsame Lesen und Umsetzen obiger Definitionen.
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U n d nun ? Erlauterung

Die Konstruktion des Fundamentalgruppoids I1(X) ist zwar abstrakt,
aber leicht: Wir haben in diesem Abschnitt die wichtigsten Eigenschaften
formuliert und bewiesen. Der Nachweis verlangt jeweils die Konstruktion
einer passenden Homotopie, und hierzu mussten wir nicht lange suchen.
Das ist eine leichte Ubung in begrifflicher Sorgfalt; sie ist notwendig,
um technische Sicherheit zu gewinnen und alle Details zu klaren.

Viel schlauer sind wir dadurch noch nicht: Unser eigentliches Ziel ist es,
topologische Raume X, Y und stetige Abbildungen f: X — Ybesser zu

verstehen. Als Werkzeug haben wir nun die Kategorie I1(X), doch diese
ist vorerst nur abstract general nonsense. Als algebraische Struktur ist sie
zwar vielseitig einsetzbar, zum Beispiel fiir Wegintegrale (§L5), doch fiir
direkte Anwendung und Berechnung leider noch etwas uniibersichtlich.

Wir brauchen Werkzeuge, moglichst wirksam und effizient!
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U n d nun ? Erlauterung

Wir wollen hierzu eine weitere Vereinfachung vornehmen und von II(X)
zur Fundamentalgruppe 7, (X, z,) Ubergehen. Diese konnen wir dann in
konkreten Beispielen explizit berechnen, sodass wir topologische Raume
unterscheiden und stetige Abbildungen vergleichen kénnen.

Studienanfanger:innen klagen: ,Die abstrakten Definitionen sind schwer,
zum Gliick sind konkrete Beispiele und explizite Rechnungen leicht.”

In der Algebraischen Topologie, wie in vielen realen Anwendungen,

ist es genau umgekehrt: Fragen ist leicht, Antworten ist schwer.

Fiir die Algebraische Topologie besteht die Schwierigkeit nicht in der
abstrakten Definition von II(X) bzw. 7, (X, z,), also nicht in der Frage
~Wie verhalten sich Wege in X?°, sondern in der informativen Antwort,
expliziten Berechnung, moglichst konkret und einfach zu handhaben.

In diesem Kapitel wollen wir beide Aspekte zum guten Ende fiithren:
elegant-allgemeine Methoden und effizient-konkrete Anwendungen!
Das kostet etwas Geduld, schwer ist es gliicklicherweise nicht.
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Anwendung in der Analysis: Wegintegrale Erliuterung

Vielleicht denken Sie beim ersten Kontakt: Das Fundamentalgruppoid ist
zwar mathematisch elegant, hat aber wohl kaum Anwendungen, oder?
Weit gefehlt! Im Gegenteil, Sie nutzen es nahezu iiberall. Als beriihmtes
Beispiel kennen Sie das folgende Potentialproblem von Vektorfeldern.

Sei U C R" offen und f: U — R" ein stetiges Vektorfeld. Dies konnen
wir integrieren iiber jeden stiickweise 6'-glatten Weg v : [a,b] — U.

I+ (P/(U)#) = (Ro+) sy [ fodys= [ fly(t) o/ (2)

Hierbei ist P’ (U) die Menge aller stiickweise 6'-glatten Wege.
Das Integral [, f-dvy ist invariant bei Umparametrisierung von 1.
Zudem vertragt es sich mit den tiblichen Operationen auf Wegen:

1 Fiir jeden konstanten Weg v = 1, gilt [ f-dy = 0.
2 Fiir den zu v inversen Weg 7 gilt [ f-dy=— [ f-dy.
3 Fiir die Aneinanderhidngung gilt [ .5 f+dy = [, f-da+ [5f-dp.
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Anwendung in der Analysis: Wegintegrale Erliuterung

Wir erhoffen uns einen Funktor II(U) — R, doch im Allgemeinen dndert
sich das Wegintegral [ f-dy bei Homotopie von . Invarianz gilt, wenn
f rotationsfrei ist, wie wir in L5L zeigen und im Hauptsatz L5m nutzen.

Hauptsatz, Integrationsteil: Genau dann besitzt das €"—Vektorfeld
f:U — R" auf dem Gebiet U C R" ein €'-Potential F': U — R mit
F’ = f, wenn das Wegintegral [ f-dy verschwindet entlang jedes
geschlossenen Weges 7 in U. In diesem Falle erhalten wir das ersehnte
Potential F'durch das (nun wegunabhingige!) Wegintegral

F(x) = F(z,) + fj:mo f(s)+ds.

Der Differentialteil geht noch weiter. Hierzu sei f zudem 8! -glatt.
Notwendig fiir ein Potential ist dann die lokale Bedingung, dass die
Rotation 0, f; — 9, f; verschwindet fiir alle i, j. Dies sorgt bereits dafiir,
dass das Wegintegral von f homotopie-invariant wird. Hinreichend ist
weiterhin die obige globale Bedingung. Es geniigt nun, diese auf einem
Erzeugendensystem von m, (X, z,),;, zu priifen, was meist leicht ist.
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Die Fundamentalgruppe 7, (X, x,)

X Zg X a:o

Die Fundamentalgruppe 7, (X, x) ist leicht erklart und visualisiert:
Schleifen in (X, z,) modulo Homotopie bei festem Start und Ziel in z,.

O IOy <O

X Zg X Zo

a

L202

Die Fundamentalgruppe 7, (X, z,)

Erinnerung: Zum Raum X haben wir das Fundamentalgruppoid

{Wege o : [0,1] - X}

I(X):=P(X)/.= '
(X) (X)/~ Homotopie in X relativ {0, 1}

Start a € X und Ziel b € X sind dabei beliebige Punkte im Raum X.
Dies vereinfachen wir, indem wir z, € X als Start und Ziel festlegen!
Definition L2A: Fundamentalgruppe 7 (X, z;)

Zum Raum X mit Fuflpunkt z, € X haben wir die Fundamentalgruppe

- _ {Schleifen o : ([0,1],{0,1}) = (X, z¢) }
m(X, ) = (X, 7, 3o) = Homotopie in X relativ {0, 1}

weiter mit der Verkniipfung [o] - [3] = [a * 5] durch Aneinanderhangen.
Damit ist (7, (X, z(), -, [1,, ]) tatsachlich eine Gruppe, siehe L1D.

Grundlegende Beispiele: Es gilt 7, (R", x,) = {1} da sternférmig (G4s).
Wir haben (deg, ¢) : (7, (C*,1),-) = (Z,+) : [t = e2>™*] k2 k dank J1L.
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Die Fundamentalgruppe 7, (X, x,) Erlauterung

Ausfiihrlich in Worten: Eine Schleife in (X, z) ist ein geschlossener Weg
a:[0,1] = X mit «(0) = a(1) = z,. Zwei Schleifen o, o’ in (X, z) sind

dquivalent, wenn es eine Homotopie H : a ~ o' rel {0, 1} gibt, also eine
stetige Deformation von « nach o’ bei festgehaltenen Endpunkten (L1B).

Das Paar (7, (X, z,), -) ist eine Gruppe (L1D): Die Aquivalenzklasse 1]

des konstanten Weges ist neutral in (7 (X, ), -). Zu jeder Schleife « in

(X, z,) ist der umgekehrte Weg a ebenfalls eine Schleife in (X, z,), und

die Aquivalenzklassen [a] und [@] sind zueinander invers in (7, (X, z,), -).
Schliefllich ist die Verkniipfung von Wegeklassen assoziativ.

A\ Fiir die drei Gruppeneigenschaften ist der Ubergang zu Wegeklassen
wesentlich: Im Schleifenraum Q(X, z) := P(X, zy, x,) gelten Neutrales,
Inversion und Assoziativitit nicht! Diese drei erreichen wir erst modulo
Homotopie bei festgehaltenen Endpunkten.

© Die Fundamentalgruppe 7, (X, x,) ist leicht zu definieren und zu
visualisieren. Anfangs muss man sich an den Begriff der Homotopie
gewohnen, doch gliicklicherweise haben Sie damit schon Ubung.
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Die Fundamentalgruppe 7, (X, z,) Erliuterung

Ich habe zunichst den allgemeineren Begriff des Fundamentalgruppoids
II(X) vorangestellt, nicht allein um zu verallgemeinern, sondern um zu
vereinfachen, da die notigen Nachweise wortlich dieselben sind:

Alle Argumente aus Abschnitt §L1 nutzen wir nun dankend fiir die
Fundamentalgruppe. Sie werden auch nicht leichter, wenn wir (unnétig
frith) Start und Ziel auf einen willkiirlichen Punkt z, € X festlegen.

Im Gegenteil ist der allgemeine Fall eleganter, klarer und flexibler.

Im Fundamentalgruppoid I1(X) erweist sich die Fundamentalgruppe
(X, zy) = (X, 2y, z,) nun als natirlich-willkommener Spezialfall.
Vorteil: Gruppen sind tibersichtlicher und einfacher zu verstehen.
Nachteil: Wir miissen einen Fufipunkt willkiirlich wahlen.

Bemerkung: Diese willkiirliche Lokalisierung begegnet uns recht oft:

In jeder Kategorie (C, o) bilden die Endomorphismen End(a) = C(a, a) ein
Monoid und darin die Automorphismen Aut(a) = End(a)* eine Gruppe.
In der Linearen Algebra betrachtet man so die Endo/Automorphismen
eines linearen Raumes V' und lasst dabei die anderen Rdume aufler Acht.
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Der Fu3punkt ist wesentlich!

Die Fundamentalgruppen 7, (X, z,) und 7, (X, z;) zu verschiedenen
Fulpunkten x, # z; in X sind niemals gleich, sie sind sogar disjunkt,
da sie nach Definition verschiedene Elemente enthalten! Es kann
durchaus vorkommen, dass sie nicht einmal isomorph sind:

Xy Xy X3

o | o

Ly Lo L3

Beispiel: Fir X = X, U X, U X5 gilt 7 (X, 21) 2 m(X, 25) = 7 (X, 25).

Wir wissen (X, z,) = {1}, da sternférmig (G4B), sowie m, (X, z,) = Z
und 7 (X, z5) = Z, dank Umlaufzahl J11. Die letzten beiden Gruppen sind
zufdllig isomorph, doch leider gibt es keinen natiirlichen Isomorphismus,
sondern nur willkiirliche Isomorphismen (h, k) : 7 (X, x5) = m (X, z3).
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Verschieben des Fuf3punktes

Fuf3punkte in derselben Wegkomponente liefern isomorphe Gruppen!

Ty

X T

Satz L2B: Verschieben des Fuflpunktes

Jeder Weg v € P(X, x, ;) induziert einen Gruppenisomorphismus

(h'ya hq’/) : 7T1<X7x0> = 7T1(X,5131), [Oé] = [’_}/ * Q% ’Y]a h/ * 5 * /ﬂ < [5]
Wir erhalten den Funktor I1(X) — Grp mit z = 7 (X, 2y) und [y] = h.,.
Isty" € P(X, 1y, ;) ein weiterer Weg, so unterscheiden sich /., und

h., =c ' - h, - cdurch die Konjugation mit ¢ = [y * '] € 7 (X, ;).




L207

Verschieben des Fuf3punktes

© Alles liegt explizit vor uns, es geniigt sorgsames Nachrechnen!

Beweis: (1) Wir zeigen, dass h., ein Gruppenhomomorphismus ist:

hy(la) b)) 2 Fraxq] o sq] 2 [Frasyeiea#q]
Def Def

2 Frasa xq] 2 oh(ara’)) 2 k(o] o)
(2) Dies definiert einen Funktor: Aus /7 : v ~ " in P(X, z, x;) folgt

Def Def

hi(lo]) = [rxaxq] = [ xaxy] = hy(a))
Fir den konstanten Weg v =1, gilth, =id, (x, ), denn

hyla]) = [, *axl,] = [a].

Fiir die Komposition von v : x, — z; und v : ; — =z, folgt

(hy oh)([e]) = hy(hy(la]) = B *7xaxyxy] = ho((a]).

(3) Insbesondere gilt iz o b, =id; (x . und h ohs =id; x, ) dasheift,
h., und h- sind zueinander invers. Ebenso folgt die Konjugation.  |QED

Der FuBpunkt ist und bleibt wesentlich! Exliuterang

Ist die Fundamentalgruppe 7, (X, z,) kommutativ, dann stimmen alle so
definierten Isomorphismen h., iiberein, und wir kénnen 7, (X, z,) und
7, (X, z;) natiirlich identifizieren. Ist zudem X wegzusammenhingend,
so diirfen wir kurz 7, (X) schreiben. Das ist eine seltene Ausnahme!

Im Allgemeinen ist die Gruppe 7, (X, x,) nicht kommutativ, daher gibt es
keinen natiirlichen Isomorphismus zwischen 7 (X, z,) und 7 (X, z;) fur
verschiedene Fulpunkte =, # x; in X. Wir konnen diese Gruppen daher
nicht einfach als gleich betrachten. Der Fufipunkt bleibt wesentlich!

Zwischen den Fundamentalgruppen verschiedener Wegkomponenten
besteht iiberhaupt kein Zusammenhang! Ausgehend vom Fufipunkt
verbleiben Wege in dieser Komponente. Die topologische Summe

X =| |ie; X, erfullt 7, (X, z;) = G, je nach Wahl des Fu3punktes z,.

Das Fundamentalgruppoid II(X) ist die natiirliche gemeinsame
Beschreibung: Es enthalt alle Informationen iiber Wegkomponenten
7o (X) und Fundamentalgruppen =(X, x,) sowie deren durch Wege
induzierten Isomorphismen (h., h=) : 7 (X, ) = 7 (X, 7).




Funktorialitat: allgemeine Rechenregel -

Ein punktierter Raum (X, z) ist ein topologischer Raum X mit einem
ausgezeichneten Punkt z, € X. Eine stetige Abbildung f: X — Y mit
f(zy) =y, schreiben wir kurz f: (X, z,) — (Y,y,). Mit der tiblichen
Komposition erhalten wir die Kategorie Top, der punktierten Ridume.

Satz L2p: 7, ist ein Funktor.

Jedem punktierten Raum (X, z,) ordnen wir seine Gruppe 7, (X, x) zu.
Jede stetige Abbildung f: (X, z,) — (Y,y,) punktierter Raiume induziert
ihren zugehodrigen Gruppenhomomorphismus der Fundamentalgruppen

fy=m(f) : m(X,zo) = (Y, 90) ¢ [a] = [foal.

Wir erhalten so den (kovarianten) Funktor 7 : Top, — Grp.

v

© Das fasst wunderbar elegant wichtige Rechenregeln fiir 7; zusammen:
Die Fundamentalgruppe ist nicht nur auf punktierten Riumen definiert,
sie verwandelt zudem stetige Abbildungen in Gruppenhomomorphismen
und vertrigt sich ,natiirlich” mit Identitit und Komposition!

Funktorialitat: allgemeine Rechenregel o

© Alles liegt explizit vor uns, es geniigt sorgsames Nachrechnen!

Beweis: Jede Homotopie H : a ~ o' induziert (fo H) : (feoa) ~ (foa’),
also ist f, wohldefiniert. Zudem ist f, ein Gruppenhomomorphismus:

fll]-[8) = fllaxBl) = [fo(axp)]
= [(fea)x(foB) = [feal-[fef] = f(la))- £(18])
Fir die Identitat gilt m (id x ,, )) = id; (x 4,)> denn:
T (idix o)) ([]) = [id(x,0 0] = [a]

Schliefllich respektiert 7, die Komposition:

mi(ge f)la]) = l(gofleal = [go(foa)
= mo(fea)) = m(mNa)) = (mi(9)em(N)([a))

Somit ist 7r; : Top, — Grp ein (kovarianter) Funktor, wie behauptet. |QED




Funktorialitat: erstes Beispiel L211

Beispiel: Dank Umlaufzahl (deg, ) : [S, C*] = Z (J11) wissen wir
7 (C* 1) = {[a*] | k € Z} mit dem Weg « : [0,1] — C* : t - 27,
Zu n € Z betrachten wir p, : C* — C* : z 2" und finden:

* Pn *
(C,1) — > (C,1)
% 71 (Py) . %
T (C*, 1) AT T (C* 1)
deg‘/’:l\so at) = e deg‘/’:l\#)
Z.4) —he— &)

© Hier kann man die Funktorialitat direkt als Potenzgesetze ablesen:
Fir die Komposition gilt p,, o p,, = p,,,, : 2 = (2™)" = 2" und somit

T (D 0 Ppy) ¢ [0F] = [(@F)] und 7 (p,,) o 71 (p,,) = [@F] = [((a®)™)"].

© Wortlich dasselbe gilt fir die stetigen Abbildungen S* — St : 2 1 2"
und S' — C*: 2z 2" und C* — St : 2 5 27 /]2,
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Funktorialitat: erstes Beispiel Exliuterung

Bislang konnen wir nur fir sehr wenige Rdume die Fundamentalgruppe
ausrechnen, diese missliche Lage wollen und werden wir bald verbessern.
Vorerst betrachten wir jedoch nur die kleinen und einfachen Beispiele,
die wir mit unseren bisherigen Werkzeugen sofort behandeln konnen.

© Das obige Diagramm erinnert an die Lineare Algebra, tatsichlich zeigt
es die Wahl einer Basis Z > 7, (C*, 1) : k = [o*] und stellt damit unseren
Endomorphismus 7, (f) durch eine ganzzahlige Matrix n € Z'*! dar.

In diesen Koordinaten gelingt unsere Rechnung erfreulich iibersichtlich!

© Die hierzu notige Vorbereitung besteht aus zwei Teilen. Einerseits
bendtigen die allgemeinen Rechenregeln: 7 ist ein Funktor! Andererseits
brauchen wir konkrete Daten, hier nutzen wir den wunderbar expliziten
Isomorphismus (deg, ¢) : [S!, C*] = Z dank Umlaufzahl (J11).

© Auch wenn dieses Miniaturbeispiel noch allzu einfach ist, so illustriert
es doch das Zusammenspiel dieser beiden Zutaten: abstrakt und konkret.
So wird es im Folgenden auch fiir interessantere Beispiele aussehen.




[somorphismen und Retrakte
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Korollar L2E: Isomorphismen und Retrakte

Wie jeder Funktor erhilt 7, : Top, — Grp Isomorphismen und Retrakte,
so wie wir dies in Satz H4F bereits allgemein nachgerechnet haben:

1 Jeder Homdomorphismus (f, g) : (X, z,) = (Y,y,) in Top, induziert
einen Isomorphismus (f;, g;) : (X, ) = (Y, y,) in Grp.

2 Jeder Retrakt (f,g) : (X,z,) & (Y,y,) in Top, induziert
einen Retrakt (f;, g,) : 7 (X, ) & m (Y, y,) in Grp.

Ubung: Wiederholen Sie dieses abstrakt-einfache Argument fiir
Funktoren allgemein und wenden Sie es dann hier speziell an.

Beweis: (2) Aus g o f =1id x , , folgt dank Funktorialitét (L2D)

m(g)om(f) = mlgef) = m (id(X,mO)> idﬂl(X,a:O)'
(1) Aus fog=idy , ) folgt ebenso 7, (f) o (g) = id; (v, )- QED
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Isomorphismen und Retrakte

Wir haben das alles bereits allgemein nachgrechnet, siehe Satz H4F, nun
profitieren Sie von Ihrer guten Vorbereitung. Zur Wiederholung und weil
es so elegant und einfach ist, hier nochmal als kommutatives Diagramm:

(X, 20) —— (Y, ) (X, ) —2 7, (Y, 31)
R
(X, xo) — (Y, yo) m (X, %) i) 7T1<Y7y0)

Wir Menschen sind Augenwesen, daher lohnt es sich, Formeln und Bilder
zu nutzen, ganz genauso linearen Text und tibersichtliche Diagramme.
Beides ergénzt sich hilfreich, bitte lernen Sie daher, beides zu nutzen:

So arbeiten Sie effizienter, sowohl beim Lernen als auch beim Anwenden.
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Anwendung: komplexe Wurzeln

Aufgabe: Sei n € N. Welche der folgenden stetigen Abbildungen p,,
erlaubt eine stetige Rechtsinverse r,,, das bedeutet p,, o r,, = id?

(a) Pp i Rog—= Rz a”
(b) p, R —R :zxHa"
(c) p, :C" =C :zp2"

(d) p, : C —C :z2"

Losung: (a) Fiir n > 1 haben wir r, = {/z. (b) Ebenso fiir n ungerade.
In (a,b) ist p,, dann sogar ein Homdomorphismus, also r,, eindeutig.
Andernfalls ist p,, nicht surjektiv, daher existiert keine Rechtsinverse.

(c) Hier ist 7, (p,,) = (Z - Z) rechtsinvertierbar nur fir n = 1.

(d) Dies fithren wir zuriick auf (c): Die Abbildung p,, : C — C erfullt
p,,(0) =0und p, (C*) C C*. Fir jede Rechtsinverse r, : C — C folgt
r,.(0) = 0und r(C*) C C*. Die Einschrankung ¥ : C* — C* wére
rechtsinvers zu p} : C* — C*, was (c) widerspricht.
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Anwendung: komplexe Wurzeln

Was bedeutet das? Wir suchen eine stetige Wurzelfunktion r, : C* — C*.
Diese soll die definierende Gleichung (r,(z2))™ = z fiir alle z € C* erfiillen.
Fir n = 1 geniigt r; = id. Fiir n > 2 hingegen ist es unmoglich!

© Auch diese Rechnung formuliere ich ausfiithrlich als Diagramm.

Es organisiert tibersichtlich alle Daten und betont die Funktorialitat:

T

(C*,1) " > (C*,1) bn > (C*,1)

7?77 22"

T (C* 1) min) T (C* 1) mn) T (C* 1)

7 aFlolatn]

(Z,4+) L sy (Z,+) - > (Z,+)

k—km k—kn

Aus p,, o7, = id . ) folgt m (p,,) o 7y (1) = id; (v 1)» alsO mn = 1.
Das ist nur fiir n = 41 moglich, zusammen mit n € N bleibt nur n = 1.
Am Ende ist die Rechnung in Z ganz leicht. Funktorialitét sei Dank!




Homotopie-Invarianz bei festem Fufipunkt -

© Fundamentalgruppen 7, (X, z,) sind homotopie-invariant dank ihrer
Definition. Allerdings hdngen sie vom gewahlten Fulpunkt z, ab, und
diese Abhangigkeit wollen und miissen wir sorgfaltig beriicksichtigen.

Satz L2G: Homotopie-Invarianz bei festem Fuflpunkt

Jede Homotopie H : f ~g: (X,z,) — (Y,y,) relativ x,
induziert Gleichheit 7, (f) = m(g9) : (X, 2y) — (Y, yy).

Wir erhalten so den (kovarianten) Funktor 7, : hTop, — Grp.

Beweis: Die Abbildung H : [0, 1] x X — Yist stetig mit H(0,z) = f(z)
und H(1,z) = g(z) fir alle x € X sowie H(s,z,) = y, fir alle s € [0, 1].
Fiir jeden Weg o : [0,1] — X mit a(0) = a(l) =z folgt K: fea~goa
vermoge der Homotopie K : [0,1] x [0,1] — Y: (s,t) > H(s, a(t)).
Diese Homotopie fithrt von K(0,t) = f(a(t)) nach K(1,t) = g(«a(t)) bei
festen Endpunkten K(s,0) = K(s,1) = H(s,z,) = y, fur alle s, t € [0, 1].

Also gilt f,([a]) = [f o a] = [g o] = g,([o]). QED
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Homotopie-Invarianz bei festem Fufipunkt Erliuterung

Korollar L2H: Isomorphismen und Retrakte

Wie jeder Funktor erhilt 7 : hTop, — Grp Isomorphismen und Retrakte,
so wie wir dies in Satz H4F bereits allgemein nachgerechnet haben:
1 Jede Homotopie-Aquivalenz (f, g) : (X,z,) =~ (Y,,) in Top,,
mit go f ~id x , ) rel {zo} und fog=~idy , el {y,}, induziert
einen Isomorphismus (f;, g;) : 7, (X, z9) = 7, (Y, 3) in Grp.
2 Jeder schwache Retrakt (f,g) : (X, z,) 2 (Y,y,) in Top,,
das bedeutet go f ~id y , ) rel {z,}, induziert einen Retrakt
(fjjv.%) sy (X, 29) & (Y, ) in Grp, also gyo fy = idwl(X,a:O)'

Ubung: Wiederholen Sie dieses abstrakt-einfache Argument fiir
Funktoren allgemein und wenden Sie es dann hier speziell an.

Korollar L21: starke Deformationsretrakte

Ist (¢, p) : (X, xy) =~ (Y,y,) ein starker Deformationsretrakt, p o =idy
und ¢ o p ~ idy rel «(X), so folgt (¢4, py) = (X, 7g) = 7 (Y, y,) in Grp.




Homotopie-Invarianz bei festem Fufipunkt o

Beispiel L2j: Kreislinie und gelochte Ebene
Aus (1,p) + (S1,1) = (€, 1) folgt (15, p;)  my (81, 1) 2 my (€, 1). J

Inklusion ¢ : S! < C* und Retraktion p : C* — S! : 2 =+ 2/|2] erfiillen
pot=1idg und H:ror ~ide rel St mit H(t, 2) = (1 —t)z + tz/|z| (G4o).

Eine weitere schone Anwendung: Wie berechnen wir =, (GL, R, 1,,,,)?

Beispiel L2k: 7, (GL,, R, 1 . ..)

) TnXn

Das Gram-Schmidt-Verfahren (G56) zeigt, dass GO,, € GL,, R und
SO, C GL; R starke Deformationsretrakte sind. Damit finden wir:

GLi R~SO,R~=S' dankFl9 = m, =Z  dank]lr
GLI R~ SO;R =~ RP? dankK2p = m; ~Z/2 dankLéT

y

Die Gruppe 7, (SO5 R) = Z/2 ist physikalisch hochst relevant: Sie erklart,
warum es Spin-!/2-Teilchen geben kann. Diese wiederum fithren zum
Pauli—Ausschlussprinzip und damit zur Stabilitat der Materie.
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Homotopie-Invarianz bei festem Fufipunkt Exliuterung

Wir sehen hieran eindrucksvoll die Vereinfachende Kraft der Homotopie:
Den 4-dimensionalen Raum GL; R = {(§ §) € R**?|ad —bc > 0}
konnen wir zusammenziehen auf den 1- dlmensmnalen Unterraum

SO, R={(¢7t)eR*?|a®+b* =1} =S Fir Letzteren lasst sich ,
leicht ausrechnen Noch drastischer fallt dies fiir SO; C GLJr R aus.

Beispiel L2L: J

Ist {x,} ein starker Deformationsretrakt von X, so ist 7w, (X, z) trivial.

Dies zeigt erneut, dass die Gruppe 7, (R", ) trivial ist. Auch im
rationalen Kamm X = ([0,1] x {0}) U ([0, 1] x [0, 1]) ist der Punkt
zy = (0,0) ein starker Deformationsretrakt, also ist 7, (X, ) trivial.

/\ Hingegen ist x; = (0, 1) in X kein starker Deformationsretrakt (G5E).
Wir wissen aber auf anderen Wegen aus L2B, dass auch 7, (X, z;) trivial
sein muss, denn X ist wegzusammenhiangend. Diese Feinheiten bei der

notigen Fullpunktwahl wollen wir nun noch etwas genauer ausleuchten.
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Homotopie-Invarianz bei beweglichen Fufipunkten Erléuterung

Sobald Homotopien die Fuflpunkte bewegen, miissen wir unsere obigen
Argumente verfeinern und Formeln korrigieren. Das gelingt wie folgt:

U1 (Y, yo)

% T

7T1(X7 xO) hs

x 4

T (Ya yl)

Sei H: f ~ ¢g: X — Yeine Homotopie. Im Allgemeinen sind y, := f(z,)
und y, := g(z,) verschieden, daher haben die Gruppenhomomorphismen
foom(X,29) = m (Y, yo) und g, = 7, (X, 3) — m (Y, y;) verschiedene
Zielgruppen! Doch H induziert eine Konjugation zwischen ihnen entlang
dem Weg ~v: [0,1] — Y: t+> H(t,z,) des Fullpunktes. Das bedeutet:

1%
>

Satz L2m: Homotopie konjugiert.
Aus H: f~g: X — Yfolgt g, = h, o f, mit dem Weg ~(t) = H(t, 7). J
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Beweis: Fiir jede Schleife o in (X, x) ist f o a eine Schleife in (Y, y,) und
g o a eine Schleife in (Y, y;). Dank L1y gilt in P(X) bzw. I1(X):

(gea) ~yx(fea)xy = [geal=[]-[fea] ][]
Die induzierten Gruppenhomomorphismen

foom(Xozg) = m(Y,yp) 0 [a] = [foa]
g5+ (X, m0) = m (Y, ) 2 [a] = [goql

sind demnach konjugiert gemaf g, = h., o f,. QED

© Fixiert H den FuSpunkt wie in L2G, so gilt b, = id und f, = g,.

Im Falle y, = y; wird der FuBpunkt wahrend der Homotopie bewegt,
kehrt aber schlief3lich in seine Ausgangsposition zuriick. In diesem Falle
ist v eine Schleife in (Y, y,), und h. ist die Konjugation durch ¢ = [7] in
der Gruppe 7, (Y, y,). Ist diese zudem abelsch, dann ist jede Konjugation
trivial, und wir diirfen die Bewegung des Fuf3punktes in Yignorieren.
Das ist eine erfreuliche, aber leider seltene Ausnahme!
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Korollar L2N: Homotopie-Aquivalenz

(1) Sei f : X — Yeine Homotopie-Aquivalenz. Fiir z, € X und y, = f(z,)
ist dann f, : 7 (X, 75) — 7 (Y, y,) ein Gruppenisomorphismus.

(2) Ist X zusammenziehbar, X =~ %, so gilt 7, (X, z,) = {1} fur alle z, € X.

Das Kriterium (2) vereinfacht unser voriges Argument L2, da wir nun
auch ohne starken Deformationsretrakt {z,} C X auskommen.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert eine stetige Abbildung ¢g: Y — X
mit Homotopien H: go f ~idy und K : f o g ~ idy. Anwendung des
Funktors 7; und Homotopie-Invarianz (L2Mm) ergibt m;(g) o 7y (f) = h,,
mit a(t) = H(t, 7o) und 7 (f) o 71 (g) = hg mit 8(t) = K(t,y,), also
hotomi(g) o my(f) =id, (x4 Wnd 7y (f) o my(g) 0 hg' =id, (v, ).

Der Gruppenhomomorphismus 7 (f) ist demnach sowohl links- als auch
rechts-invertierbar, somit invertierbar (H2K). QED
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Das Fundamentalgruppoid I1(X) ist natiirlich, aber weniger iibersichtlich,
die Fundamentalgruppe 7, (X, ) ist etwas iibersichtlicher, dafiir aber
weniger natiirlich, da wir willkiirlich einen Fu3punkt wéhlen miissen.

Am liebsten mochte man die Vorziige des Fulpunktes nutzen, aber seine
Nachteile ignorieren; manche Lehrbiicher tun so. Das ist nur zulissig,
solange man die notigen Prazisierungen und Reparaturen jederzeit
nachholen kann. Fiir den Anfang kann ich diese Schludrigkeit nicht
empfehlen; erfahrungsgemafl kommt sie spater von ganz allein.

Machen wir es also richtig und nehmen wir die Begriffe ernst. Fiir die
Definition der Fundamentalgruppe m, (X, x) ist und bleibt der Fufipunkt
z, € X wesentlich und darf nicht leichtfertig weggelassen werden.

Das ist naturgemaf} der Preis, den wir zahlen miissen, wenn wir das
elegant-allgemeine Fundamentalgruppoid II(X) in einem Punkt zur
bequem-speziellen Fundamentalgruppe 7, (X, x,) lokalisieren wollen.




Einfacher und hoherer Zusammenhang L2

Definition L2s: einfacher und hoherer Zusammenhang

Fiir jeden topologischen Raum X vereinbaren wir folgende Begriffe:
X ist wegzusammenhingend < mo(X) = {X}
0 ¢
X ist 0-zusammenhingend <= SO, X] = {x}
t $s! i
X ist einfach zusammenhéingend <= 7,(X) = {X} und 7 (X, z,) = {1}
0 0
X ist 1-zusammenhéngend = [S°, X] = {x} und [S", X] = {+}
 $8° T
X ist n—zusammenhidngend < [SF, X]={x}firalle0 <k <n
ﬂ $8r1+1 ﬂ
X ist co-zusammenhingend <=  [S* X] = {x}fiirallek € N
t$w 1
X ist zusammenziehbar = (X, X] = {x}
T ¥
X C R” sternformig
Einfacher und hoherer Zusammenhang Eﬂauterijg

Satz L2T1: einfacher Zusammenhang

Genau dann ist X einfach zusammenhéingend, wenn fiir je zwei Punkte
Ty, r; € X die Menge II( X, zy, x;) genau eine Wegeklasse enthailt.

Beweis: Wegzusammenhang bedeutet I1( X, z, ;) # ) fiir jedes Paar
zy,r; € X. Jede Wahl [y] € II(X, z,, z, ) definiert ein Bijektionspaar

(X, zg,z1) =T (X, 20), [B] o] =[Bx7], [0]=laxq]]al]

Damit ist die Aquivalenz der beiden Aussagen klar. QED

Bemerkung: Zur Bedingung [S*, X] = {*} ist d4quivalent, dass jede stetige
Abbildung S* — X zusammenziehbar ist und 7, (X) = {X} gilt (G4Rr).

Speziell fir k = 1 bedeutet das 7y(X) = {X} und 7 (X, zy) = {1}.

Diese Eigenschaft des Raumes X ist von Fulpunkten unabhingig: Da X
wegzusammenhingend ist, sind je zwei Fundamentalgruppen 7, (X, z;)
und 7, (X, z,) isomorph (L2B). Ist eine trivial, so sind alle trivial.
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Beispiel / Ubung L2u: Zusammenhang der Sphiren

Die Sphéare S™ ist k-zusammenhingend fiir £ < n, aber nicht fir k = n.

Beweis: Fiir n = 0 ist die Sphire S° = {41} unzusammenhingend.

Fir n > 1 ist die Sphare S™ hingegen (n — 1)-zusammenhangend:

Fiir 0 < k < n ist jede stetige Abbildung S* — S™ zusammenziehbar,
kurz [S*,S"] = {*} (I4B). Jedoch ist S” nicht n-zusammenhingend,
denn die Identitat id : S — S™ ist nicht zusammenziehbar (J44).
Genauer gilt deg : [S”,S"] = Z (J3A), also [S",S"] # {x}. QED

Bemerkung: Auch fiir k¥ > n kénnte man [S*,S"| = {x} vermuten, das ist
jedoch falsch! Die Vermutung entsteht aus einem allzu verstandlichen
Grund, ndmlich Mangel an Anschauung, Erfahrung, Phantasie, etc.

Wie sehen solche Abbildungen aus? Die Frage blieb lange offen.

Heinz Hopf zeigte 1931, dass die Hopf-Faserung p : S* — S?
mit p(a, b, c,d) = (2ac + 2bd, 2ad — 2bc, c? + d* — a? — b?)
nicht zusammenziehbar ist, kurz p % *, somit [S?, S?] #+ {x}.

. o L228
Einfacher und hoherer Zusammenhang Erliuterung

Anschaulich misst der Funktor [S*, —] Locher der Dimension k.

Es ist viel niitzlicher, stetige Abbildungen und Homotopien zu definieren
und [S*, X] zu berechnen als naiv-vage iiber das Konzept ,Loch“ zu
spekulieren. Selbst wenn X irgendwo eingebettet ist, sollen topologische
Begriffe wie der Zusammenhang von X hiervon unabhingig sein.
Kurzum: Mit [S¥, X] kénnen wir k-dimensionale Locher begreifen.

Eine stetige Abbildung f: S* — X ist genau dann nullhomotop (G4a),
also im Raum X zusammenziehbar, geschrieben f =~ %, wenn eine stetige
Fortsetzung F': D*™! — X mit Fg. = f existiert (G4F). Anschaulich
testet f: S¥ — X auf ein k—dimensionales Loch: Ein solches liegt vor,
wenn zu f keine stetige Fortsetzung F': D*™! — X mit F|q = f existiert.
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Der Pseudokreis aka
Warschauer Kreis

~

W={e?2+sin7)|0<t <1}

Dieser interessante Raum ist ein berithmt-beriichtigtes Gegenbeispiel:
Fir alle k£ € N gilt [S*, W] = {}, dennoch ist W nicht zusammenziehbar!
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Bemerkung: Offensichtlich gilt: Ist X zusammenziehbar, so auch
n—-zusammenhingend fiir alle n € N. Die Umkehrung gilt jedoch nicht:

Der oben gezeigte Teilraum W C R? heif3t Pseudokreis oder Warschauer
Kreis. Er ist n—zusammenhéangend fiir alle n, aber dennoch ist W nicht
zusammenziehbar. Die Aussage [S", W] = {x} ist relativ leicht zu zeigen.
(Versuchen Sie es!) Hingegen ist idy;, % * nicht so leicht (siehe M21).

Ubung: Der Pseudokreis umschliefit augenscheinlich ein inneres Gebiet.
In diesem ,Lowenkifig des Topologen®, sagen wir im Nullpunkt, sitzt ein
Lowe, den wir als punktférmig annehmen. Kann er aus dem Kafig
entkommen? Genauer gesagt: entlang eines stetigen Weges in der Ebene?
(Fliegen, Springen, Tunneln, Teleportation, etc. sind hier keine Option.)

Bemerkung: Statt W nutzt man auch den Abschluss W = W U [1, 3] mit
dhnlichen Eigenschaften. Der Raum W C R? ist kompakt und wickelt die
Sinuskurve des Topologen um die Kreislinie S'. Er schlief3t sich recht
eigenartig, doch man kann darin nicht umlaufen.
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© Fir ,verniinftige® Rdume koénnen solche Pathologien nicht auftreten.
Der folgende schone und durchschlagende Satz von Henry Whitehead
(1904-1960) ist grundlegend fiir die Homotopietheorie:

Satz L2v: Whitehead 1949

Sei X triangulierbar, also homéomorph zur Realisierung | K| eines
Simplizialkomplexes K; es geniigt eine Homotopie-Aquivalenz
X ~ |K]|, etwa ein Zellkomplex oder eine Mannigfaltigkeit.

Genau dann ist X zusammenziehbar, wenn jede stetige Abbildung
S™ — X zusammenziehbar ist, also [S", X| = {«} gilt fiir alle n € N.

v

[ [1J.H.C. Whitehead: Combinatorial homotopy I, II. Bull. Amer. Math. Soc.
55 (1949) 213-245, 453-496. Damit wird die Frage, ob unser Raum X
zusammenziehbar ist, in einfachere Teilfragen zerlegt und somit einer
Induktion iiber die Dimension n = 0, 1, 2, ... zugéanglich. Diese Technik
wird in der Algebraischen Topologie genutzt und ausgebaut.
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Zur Untersuchung eines topologischen Raumes X sind die Menge 7, (X)
und die Gruppe 7, (X, z,) meist die ersten Schritte. Die Algebraische
Topologie ergianzt dies durch die hoheren Homotopiegruppen =, (X, x,)
sowie die Homologie H, (X) und die Kohomologie H*(X) uvm.

So entsteht nach und nach ein umfangreicher Werkzeugkasten, der fiir
topologische Fragen algebraische Antworten ermdglicht und umgekehrt.
Als eines der wichtigsten Werkzeuge erlautern wir im Folgenden 7.
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Beispiel: Die zyklische Gruppe C,, = {a,a?,a,...,a" = 1} der Ordnung
n wird erzeugt vom Element a mit der Relation ¢ = 1. Dies schreiben wir

C

. ={(ala”=1) oderkurz C, = (a|a™).

Ubung: Diese Gruppe ist isomorph zu (Z/nZ, +) vermoge
h: (Z/nZ,+) = (C

n?

otk nZs gkt
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Beispiel: Die unendlich zyklische Gruppe C = (a|—) wird frei von a
erzeugt, ohne Relationen. Sie ist demnach isomorph zu (Z, 4) vermoge

h:(Z,+)> (C,) : ks a”.

Beispiel: In der Gruppe G = (a,b|aba"*b~1) gilt Vertauschung ab = ba.
Wir kénnen also jedes Produkt a¥15%1 ... a#» b’» umordnen zu a*b*. Weitere
Relationen gibt es nicht. Wir erhalten also den Gruppenisomorphismus

h: (Z2,+) > (G,) : (k,£) — a*b".

Beispiel: Die Gruppe F({a,b}) = (a,b| —) wird frei von «a, b erzeugt,
also ohne jegliche Relationen bis auf die unvermeidlichen Kiirzungen

aa”! =ata=0bb"1 = b"1b = 1, die trivial in jeder Gruppe gelten.

Jedes Element schreibt sich eindeutig als reduziertes Wort, etwa a>b2ab°.
Diese Gruppe ist nicht-kommutativ: Die Worter ab # ba sind reduziert.
Dennoch konnen wir in jeder freien Gruppe F'(.5) effizient rechnen.
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© Anschaulich macht die Prasentation G = (S| R) zwei Aussagen:

e

(1) Erzeugung: Jedes Gruppenelement g € G ist Produkt g = s{*s52 -+ s,,"
der Erzeuger s, s, ..., s,, € S und ihrer Inversen, also e, e, ..., e, € Z.

(2) Aquivalenz: Die Relationen kliren jede Mehrdeutigkeit. Genau dann
ergeben zwei solche Produkte dasselbe Element g € GG, wenn sie durch
eine Folge der angegebenen Relationen R ineinander iibergehen.

Dies wollen wir nun préazisieren und ausfithren. In (1) bereitet die Idee
einer erzeugenden Teilmenge S C G wenig begriffliche Schwierigkeiten.
In (2) hingegen miissen wir zunéchst erklaren, was Relationen sein sollen.

Variante 1: Wir erkldren das freie Monoid A* iiber einem Alphabet A.
Dann definieren Relationen K C A* x A* das prasentierte Monoid
| A| K|. Prasentierte Gruppen (S| R) sind ein Spezialfall.

Variante 2: Wir erklaren zunachst die freie Gruppe F' = (S| —), ohne
Relationen. Anschlieflend konnen wir Relationen R C F'als Worter tiber
S einfithren und zur Quotientengruppe (S| R) := F'/( R') tibergehen.
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Die sorgsame Ausfithrung dieses Plans ist zwar einfach, doch langlich.
Ich gebe einen soliden Crash-Kurs als funktionstiichtigen Uberblick.
Anschlief3end konnen wir mit topologischen Anwendungen beginnen.

Jede Gruppe lasst sich so prasentieren durch Erzeuger und Relationen.
Das codiert alle notigen Rechenregeln, daher sind Prasentationen ein
universelles Werkzeug, um Gruppen zu konstruieren und zu untersuchen.

Viele unendliche Gruppen erlauben eine endliche Prasentation und damit
eine konzise Beschreibung. Die kombinatorische Gruppentheorie (CGT)
stellt hierzu umfangreiche Techniken zur Verfiigung. In giinstigen Fallen
konnen wir gruppentheoretische Fragen damit erfreulich effizient 16sen,
idealerweise moglichst allgemein durch geeignete Algorithmen.

[ [1].J.Rotman, An Introduction to the Theory of Groups, Springer, 1995.
R.C.Lyndon, P.E. Schupp, Combinatorial Group Theory, Springer, 2001.
H.S.M. Coxeter, W.0.J. Moser, Generators and Relations for Discrete Groups,
Springer, 1957.
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Das freie Monoid A* iiber einem Alphabet A

Sei A eine Menge, die wir als Alphabet betrachten, und
A i=pen A" ={(ay, a9, ...,a,) |n €N, ay,ay,...,a, € A}
die Menge aller Worter iiber dem Alphabet A. Thre Verkettung ist
o: A x A" — A" : (ay,...,a,,) o (by,...,b,) := (ay,...,a,,, by, ..., b,).

Das n-Tupel (aq, a,, ..., a,) € A™ C A* schreiben wir kurz a,a, - a,,

Fir n = 1 identifizieren wir so das einelementige Wort (a) € A! C A*
mit dem Buchstaben a € A; hierdurch wird A C A* eine Teilmenge.

Fiir n = 0 bezeichnt e := () das leere Wort. Damit ist (A%, o, ¢) das freie
Monoid iiber A: Nach Konstruktion schreibt sich jedes Element w € A*
eindeutig als Produkt w = a; o ay o -0 a, der Lange n € N mit den
Faktoren aq, a,,...,a, € A. Wie iiblich kann dabei zur Abkiirzung das
Produktsymbol o auch weggelassen werden. Wie in jedem Monoid
schreiben wir fiir das n—fache Produkt wu --- v kurz u™, also u° := e,

ul = u, u? = uu, ud = wuu, und rekursiv ¥ := u” oy fiir alle n € N.

Monoidprasentation durch Erzeuger und Relationen o

Wir wollen Relationen w = w’ einfithren. Gegeben sei K C A* x A*;
wir erlauben Ersetzungen uwv — uw’v mit u,v € A* und (w,w’") € K.
Diese erzeugen die Aquivalenzrelation = auf A* als die reflexive,
symmetrische, transitive Hiille von —. (Zwei Worter in A* sind genau
dann dquivalent, wenn sie durch eine endliche Folge von Ersetzungen
und ihren Umkehrungen ineinander iibergehen.) Sie ist eine Kongruenz
auf (A*,0), d.h.aus u = v’ und v = v’ folgt uov = v’ o v’. Somit ist auf der
Quotientenmenge A*/_ die Verkniipfung [u] - [v] := [u o v] wohldefiniert.

Definition L3A: Monoidprasentation
Das durch (A, K) prasentierte Monoid ist das Tripel ([A| K], -, 1) mit

[A|K]:=A"/K = A*/_, [u] [v]:=uov], 1:=]¢]

und dem Quotientenhomomorphismus 7, ) : A* = A" /K : u = [u].

Fir [{aq,a,,... } | {(uy,vy),... } | schreiben wir [aq, ay, ... |u; = vq,...].
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A\ Die Aquivalenzklasse [w] € [ A | K] kiirzt man oft fahrlissig mit w ab.
Dieser Missbrauch der Notation ist bequem und daher weit verbreitet.
Vor dem Schlendrian machen Sie es bitte moglichst lange richtig.

Warnung: Die Frage der Gleichheit in [ A | K] ist beliebig schwierig...
Im Allgemeinen ist das Wortproblem in (A*,=) algorithmisch unlésbar!
Wir konnen im Allgemeinen nicht entscheiden, ob zwei Reprasentanten
u,v € A* dquivalent sind oder nicht, also im Quotienten [A | K] = A*/_
dieselbe Klasse [u] = [v] darstellen oder verschiedene Klassen [u] # [v].

Beispiel: Wir schreiben [A|—] = [ A|{}] fir das (freie) Monoid erzeugt
von A mit der leeren Relationenmenge K = {}. Die etwas umstéandlich-
redundante Schreibweise soll betonen, dass keine Relationen vorliegen.

© In diesem Falle gilt [w] = {w} fiir jedes Wort w € A*. Wir erhalten
demnach den Monoidisomorphismus A* = [ A| — | mit w iz [w] = {w}.
Hier ist das Wortproblem trivial: Genau dann gilt u = v in (A%, =),
wenn u = v in (A*, =) gilt. Letzteres priifen wir buchstabenweise.

Monoidprasentation: universelle Abbildungseigenschaft o

© Im Monoid [ A | K] mag der Vergleich von Elementen schwierig sein,
die Konstruktion von Homomorphismen [ A | K] — M gelingt leicht!

Erzeuger A ;) <M’ . 1> beliebige Abbildung in ein Monoid
in{ UAE ‘
o 31g eindeutige Fortsetzung von f
I\grel%d (A*7 o, e) 7 <M7 ° 1) zum Monoidhomomomorphismus
ool g:ajaq--a, = flay)flag) - fla,)
@ l UAE ‘

rasentiertes 'h , ,
g Morfoidt <[A|K]771> _El_'> <M,,1> = V(w,w ) c K: g(w) — g(w )

Jede Abbildung f: A — M in ein Monoid (M, -, 1) setzt sich eindeutig
fort zu dem Monoidhomomorphismus g : (A*,0,e) — (M, -, 1). Das ist die
universelle Abbildungseigenschaft des freien Monoids A*. Genau dann
induziert g einen Monoidhomomorphismus h: ([A|K],-,1) — (M, -, 1)
mit g = hom, wenn ,K C Ker(g)" gilt, genauer gesagt g(w) = g(w’) fur
alle (w,w") € K. Dann namlich gilt Gleichheit g(w) = g(w") fiir alle
Worter w, w’ € A* mit w = w’, und wir erhalten h : [w] = g(w).




Monoidprasentation: das freie zyklische Monoid o

prs—1

[s]=1 % = » (N, +)

\Ska‘:qp

v P ,
[s]s" =1] . =" (Z/nZ,+)
[s*] (k]9
Fiir das freie Monoid M = [s|—]:=[{s}|{}] Uber einem Erzeuger s

haben wir (¢,v) : (M,-) = (N,+) dank ¢ : s = 1 und ¢ : k = s*. Sei

n € N5,. Fur das Monoid C,, = [s|s" = 1] := [{s}|{(s",¢e)} | finden wir
(@.%) + (Cy, ) = (Z/n, +) dank @ : [s] = (1+nZ) und ¢ : (k +nZ) = [s"].
© Wir konstruieren zunachst ¢ und 1 auf den urspriinglichen Mengen,

vor der Quotientenbildung, denn hier gelingt es leicht. Damit induzieren
wir ¢ und ¢ auf den Quotienten, und (erst) hier gilt der Isomorphismus.

Monoidprasentation: zyklische Monoide o

Aufgabe: Wie viele Elemente hat C,, ,,, := [s]s" = s ]| mit 0 <m < n?

Losung: Fiir m = 0 ist dies die zyklische Gruppe der Ordnung n.
Wir konstruieren den Cayley—Graphen von C,, ,,, beziiglich {s}:

Folgen aus s = s™ eventuell noch weitere, versteckte Relationen?
Nein, und das zeigen wir am besten durch ein konkretes Modell!

Hier verhilft uns der Satz von Cayley zu einer expliziten Darstellung:
Wir realisieren C,, ,, als ein konkretes Monoid von Abbildungen!

Hierzu betrachten wir die Menge X = {0,...,n — 1} und die Abbildung
o: X - Xmito(k)=k+1fur0<k<n—1lundo(n—1)=m.

Dann sind idy = 0%, 0!, ..., 0™"! paarweise verschieden und " = ™.
Das Monoid M = {¢" |k € N} hat somit genau n Elemente, und wir

erhalten den Monoidisomorphismus (C,, ,,,,-, 1) 2 (M,o,idy) : s = 0
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(2 Welche Monoidprésentation steckt hinter der Flachenklassifikation?

Sei ¥ = { [F§||g € N} die Menge aller Hom6omorphieklassen zshgder
geschlossener Flachen. Hierauf ist die verbundene Summe § : ¥ x ¥ — &
wohldefiniert durch [A] { [B] — [A § B] (K4c), assoziativ, kommutativ,
neutral ist [S?]. Schneiden und Kleben zeigt: Alle geschlossenen Flachen
werden erzeugt vom Torus T' = St x S! =~ Fi™ und der reell-projektiven
Ebene P = RP? = Fy, zudem gilt die Dycksche Relation K3N.

Ff ~S*4T%, Fy~plot) T4P~P§P4P.

Der Klassifikationssatz K4c besagt (F, #, [S?]) = [t,p|tp = pt = p>] =: M.
Ausftiihrlich: Die UAE liefert den Monoidhomomorphismus h : M — &
mit ¢  [T] und p + [P], da die Relationen tp = pt = p? in F erfiillt sind.
Surjektivitit von h gilt, da F von [T, [P] erzeugt wird. Es bleibt noch die
Injektivitat zu zeigen: Jedes Wort in ¢, p konnen wir dank der Relationen
umformen zu t9 bzw. p9! mit g € N. Die Bilder [T%9] bzw. [P*9+1)] sind
verschieden dank unserer topologischen Invarianten: Orientierbarkeit
und Euler—Charakteristik. Das Monoid (%, #, [S?]) ist nicht zyklisch!
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(2 Lasst sich jedes Monoid (M, -, 1) so priasentieren? Ja!

(1) Fiir jede Teilmenge A C M haben wir den Monoidhomomorphismus
g: A* = M: (a,...,a,) — aq - a,. Dieser ist surjektiv gdw die Menge A
das Monoid M erzeugt. Die Wahl von A passen wir dem Beispiel an.
Wenn uns partout nichts Besseres einfallt, so geniigt etwa A = M.

(2) Anschlieflend wéhlen wir eine Menge von Relationen K C A* x A*,
die in K gelten, wir stellen also g(u) = g(v) fir alle (u,v) € K sicher.
Daher induziert g : A* - M den Homomorphismus i : [A| K] — M.
Dieser ist injektiv, wenn K alle Relationen in M erzeugt. Wenn uns
partout nicht Besseres einfllt, so geniigt K = { (u,v) | g(u) = g(v) }.

Je nach Anwendung ist auch hier eine geschicktere Wahl moglich.

Beispiel: Wir betrachten die Verkniipfung - : M x M — M als (grofle)
Multiplikationstafel und setzen A := M und K := {((a,b),(c)) |a-b=c}.
Fiir jedes Wort w € A* gilt dann w = g(w). (Warum?) Daraus erhalten wir
die Prasentation (h, k) : [A| M] 2 M mit h([w]) = g(w) und k(a) = [a],
denn hok:at [al—»aund ko h : [w] = g(w) = [g(w)].
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Die freie Gruppe F(S) = (S| —) und freie Reduktion

Beispiel: (a,b| —) = {1, a®, b®1, a®1b°, b1 a2, a®1b%2a®s, b*1a2b%, ...}
mit e; € Z*. Jedes Gruppenelement tritt genau einmal auf, insb. ab # ba.

Zur Erzeugermenge S betrachten wir das ,,verdoppelte” Alphabet
A=St:=8x {1} ={s"=(s,+),s =(s,—)|se€ S}

Die Inversion 7! : A — A : s* 1+ sT ist eine fixpunktfreie Involution.
Wir nutzen die Injektion ¢ : S < A : s — s* und schreiben kurz s = s™.
Wir wollen s™s~ = s7s* = 1 und erhalten so die freie Gruppe iiber S:

F(S):=(S|—):=[A|K] mit K={(sts",e), (s sT,e)|se S}

© Wortproblem: Wir kénnen jedes Gruppenwort iiber S = {s; |i € I}’
reduzieren zu w = s;'s;> -+ s;° Mit iy # iy # ... # i, und eg, ey, ..., ¢ € Z*.

Frei reduzierte Worter sind genau dann dquivalent, wenn sie gleich sind.
© Schone und erhellende Ubung: Dieses Ersetzungssystem (A, K) ist

terminierend und konfluent, miindet also immer im selben Ergebnis, siehe
[ [1V.Diekert et al: Discrete Algebraic Methods, de Gruyter 2016, Kapitel 8.

Gruppenprasentation durch Erzeuger und Relationen o

Definition L3B: Gruppenprasentation
Zur Erzeugermenge S nutzen wir das Alphabet A = S* D S.
Zur Relationenmenge R C A* setzen wir

K :={(r,e)|re R}U{(sTs ,e), (s7sT,e)|s e S}
Die durch (S, R) prasentierte Gruppe ist dann (S| R) := [ A| K| mit

~1..q71]
Y

[al an] =g g_l — [an aq

dennesgiltg- g =1und g - g = 1. Jede Relation u = v konnen wir
nun als Relator r := uv™! = 1 schreiben. Statt ({s;,s,,... } [{r{,79,... })
schreiben wir (sq, s, ... | 71,79, ...) oder (sy,8y,...| 1y =15 = ... = 1).

Wir nutzen Monoide als die einfachere und grundlegendere Struktur.
Anschlieflend betrachten wir Gruppen als Spezialfall, indem wir jeden
Erzeuger s € S verdoppeln zu s* und die Relation s*s~ = 1 hinzufigen.
Gruppen und ihre Prasentationen stehen fortan im Fokus.
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Gruppenprasentation: universelle Abbildungseigenschaft

© In der Gruppe (S| R) mag der Vergleich von Elementen schwierig
sein, die Konstruktion von Homomorphismen (S| R) — G gelingt leicht!

Erzeuger S > (G) . 1) beliebige Abbildung in eine Gruppe
inc\[ UAE H
freie 31g eindeutige Fortsetzung von f
Gruppe << S‘ _>’ . 1) N (G’ ., 1) zum grupgehomgmpmorphlsmus
g: ,5‘11 N f(gl )"I f('sn >('n,
e |

e © (S| R), 1) -5 (G,1) & VreR:ig(r)=1

Jede Abbildung f: S — G in eine Gruppe (G, -, 1) setzt sich eindeutig fort
zu dem Gruppenhomomorphismus g: ((S|—),:,1) — (G, -, 1). Das ist die
universelle Abbildungseigenschaft der freien Gruppe F(5) = (S| —).
Genau dann induziert g einen / den ersehnten Gruppenhomomorphismus
h:((S|R),-,1)— (G,-,1) mit g = how, wenn R C Ker(g) gilt, das heif3t
g(r) =1 fir alle r € R. Dann namlich gilt g(w) = g(w") fiir alle Worter
w,w € A* mit w = w’, und wir erhalten h : [w] = g(w).

L316
Erlauterung

Gruppenprasentation: zyklische Gruppen

prs—1

C=(s[-) ¢ = ' (Z,+)

\S’“Hw

(s|s"=1) =7 (Z/nZ.+)
[s*][K]:

~

Ausfiihrlich setzen wir f: {s*} — {£1} fort zu g : {s*}* — Z, priifen die
Relationen g(s™s™) = g(s™s7) = g(e) = 0, und erhalten so ¢ : C' — Z.
Umgekehrt, fiir ¢ : k + s* priifen wir, dass (C, -) eine Gruppe ist, und
nutzen die universelle Eigenschaft der Gruppe (Z, 4 ), ebenso frei iiber 1.

© Wir konstruieren zunachst ¢ und ¢ auf den urspriinglichen Mengen,
vor der Quotientenbildung, denn hier gelingt es leicht. Damit induzieren
wir ¢ und ¢ auf den Quotienten, und (erst) hier gilt der Isomorphismus.
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Die freie abelsche Gruppe

Beispiel: Monoide und Gruppen sind im Allgemeinen nicht kommutativ.
Zur Kommutativitit geniigt, dass alle Erzeuger kommutieren, etwa dank
expliziter Vertauschungsregel als Teil der Relationen:

(81558, 185, =8;8;:0,j=1,...,n]=N": 5, 2e;, = (0,...,0,1,0,...,0)

(815 8p |88, =858, 4, 7=1,...,n) =Z": s;'2e; = (0,...,0,1,0,...,0)

Dies nennen wir das freie abelsche Monoid bzw. die freie abelsche
Gruppe iiber den n Erzeugern s, ..., s, . Stillschweigend gehen wir bei
S ={sy,..., 5, } immer davon aus, dass alle Buchstaben verschieden sind,
also s; # s, fur alle ¢ # j gilt. Dies schreiben wir kurz S = {s,..., s, }'.

Genauso gelingt das freie abelsche Monoid bzw. die freie abelsche Gruppe
iiber jeder beliebigen Erzeugermenge S, egal ob endlich oder unendlich.

Aufgabe: Prasentieren Sie (Z., -) und (Q., -). Fundamentalsatz:

(Zeg,) e [p:pEP|pg=gqp:p,geP] =N"" : pip
(Qup,') & (p:p€ePlpg=qp:p,g€P)=7Z" : pip
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Prasentation einer vorgegebenen Gruppe

Definition L3k: Prasentation einer vorgegebenen Gruppe
Eine Prasentation der Gruppe G ist ein Quadrupel (S, R, h, k) aus einer
Préasentation (5, R) und einem Isomorphismuspaar (h, k) : (S| R) = G.

Gilt G = (9) fiir eine endliche Teilmenge S C G, so heif3t die Gruppe G
endlich erzeugt durch S. Gilt starker G = (S| R) mit S und R endlich,
so nennen wir G endlich prasentiert durch (S, R).

Wenn nur die Existenz von S endlich oder (S, R) endlich gefordert ist,
so sprechen wir von endlich erzeugbar und endlich prasentierbar.

Beispiel: Wir haben (h, k) : {s|s") = (Z/n,+) mit s* iz k 4+ nZ.

© Der Isomorphismus 4 : (S| R) ~ G parametrisiert G durch (S| R).
Die Umkehrung k schreibt Elemente von G als Worter tiber S modulo R.
Wegen k = h™! geniigt es, nur h anzugeben. Das ist meist bequemer.

© Wir stehen vor zwei entgegengesetzten Aufgaben: ,Hier ist (S, R),
bestimme die Gruppe (S| R)!" vs ,Hier ist G, finde eine Prasentation!”
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Gruppenprasentation: (Z, +) und (Q, +)

Aufgabe: Priasentieren Sie (Z, +) und (Q, +).
Losung: Wie oben gilt (h, k) : (s|—) =2 Z mit h(s) = 1 und k(n) = s™.
Jede rationale Zahl r € QQ schreibt sich als Bruch r = z/n! mit z € Z und

n € N. . Somit wird (Q, +) erzeugt von r,, = 1/n! mit n € N, ,. Dabei gilt
n-r, =r,_; furn € No,. Wir erhalten so die Prasentation

<Q7+>Q<Sn:nEN21’SZ:Sn—1:n€N22>:: (G,-) : %Hsn-

Dieser Gruppenhomomorphismus & : (G,-) — (Q, +) ist wohldefiniert,
denn jede definierende Relation s = s, ; in (G, ) ist dank nr, =r_,_; in
(Q, +) erfiillt. zudem ist h surjektiv, denn (r, = h(s,,)),,~; erzeugt (Q, +).
Die Umkehrung k(z/n!) = s? ist wohldefiniert, denn aus a/p! = b/q! mit
p < qfolgtb =a(p+1)-gsowie k(a/p!) = s% = ... = s\ = k(b/q!).

© Die Gruppe (Q, +) ist abelsch und torsionsfrei: Aufler dem neutralen
Element 0 enthélt (Q, +) keine Elemente endlicher Ordnung. Dennoch ist
die Gruppe (Q, +) nicht frei abelsch. Die Gruppe (Q, +) ist divisibel:

Zu jedem z € Qund n € N, existiert w € Q mit nw = z.

Gruppenprasentation: kanonisch o

(2 Erlaubt jede Gruppe eine Prasentation? Ja! Wenn uns partout nichts
Besseres einfallt, so geniigt hierzu die Multiplikationstabelle:

Beispiel L3E: Multiplikationstabelle als kanonische Prasentation

Jedes Monoid / jede Gruppe (G, -) erlaubt eine Prasentation (S, R), etwa
[G’(aOb, ¢) :a,b,c€G, a-b=c|=(G,") : [a] & a,
<G’aoboc_1 ta,b,c€G,a-b=c)=(G,") : [a] 7 a.

Ist G endlich / abzahlbar, so konnen wir S, R endlich / abzahlbar wihlen. )

Ist G endlich mit n Elementen, so kénnen wir die Verkniipfungstafel
-+ G x G — @G interpretieren als eine endliche Prasentation durch n
Erzeuger und n? Relationen. Das ist mit wachsendem n schrecklich
ineffizient, aber im Prinzip immer mdglich. Je nach Anwendung sind
geschicktere Wahlen moglich, kleiner und effizienter.

Ubung: Beweisen Sie, dass wir in L3E tatsichlich einen kanonischen
Isomorphismus erhalten. Das ist eine gute Ubung zum Verstindnis.
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Gruppenprasentation: Wiinsche werden wahr! Erliuterung

Was bedeutet eine Prasentation, praktisch und anschaulich? Beispiel:
P:=(z,y|lz3=y> = (2y)®> = 1)

Wir wiinschen uns eine Gruppe (G, -, 1,;) mit Elementen z .,y € G,

welche die geforderten Relationen erfillen, 3, = y2, = (z¢ - yo)? = 14.

(1) Triviale Losung: Die Gruppe T' = {1} erfiillt dies, mit z, = y, = 1.
Diese triviale Darstellung gelingt ebenso fiir jede Prasentation (S| R).

(2) Die zyklische Gruppe (C' = ((1,2,3)), o, id) erfiillt unseren Wunsch
mit z = (1,2,3) und y- = (3,2,1), denn z o y- = id.

(3) Die alternierende Gruppe (G = A,, o,id) erfiillt unseren Wunsch mit
re=(1,2,3) und y- = (2,3,4), denn z, o yo = (1,2)(3,4).

Anschaulich suchen wir also die ,grofite” Gruppe (G, -, 1), die von 24, y4
erzeugt wird und die geforderten Relationen =, = y2, = (24 - yo)? =1
erfillt. Die Gruppe G = A, mit z, = (1,2,3) und y, = (2, 3,4) scheint
hierfiir eine gute Kandidatin, aber ist sie wirklich maximal?
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© UAE! So definieren wir die Gruppe P := (x,y|2® = y> = (zy)? = 1)
als ,maximale Losung” durch ihre universelle Abbildungseigenschaft:

(a) Die Gruppe P kommt mit den ausgezeichneten Elementen xp, yp € P,
und diese erfiillen die geforderten Relationen =% = y% = (zp- yp)* = 1.

(b) Zu jeder konkurrierenden Gruppe G mit Elementen z,y., € G
und den geforderten Relationen =, = 2, = (24 - yo)? = 1 existiert

genau ein Gruppenhomomorphismus h: P — G : 2p, yp = T, Yo

Aufgabe: (1) Existiert eine solche Losung? (2) Inwiefern ist sie eindeutig?

Losung: (1) Ja, die Existenz verdanken wir unserer obigen Konstruktion
als Aquivalenzklassen von Wortern. (2) Ja, sind Pund Q zwei Lésungen,
so sind sie eindeutig isomorph! Es existiert genau ein Homomorphismus
h:P—Q:rpyp 1g,yo und umgekehrt k: Q — P: xp,yo = Tp, Yp.
Fiir diese gilt k o h = idp, denn dies ist der einzige Homomorphismus

P — Pmit xp,yp = xp,yp. Ebenso gilt h o k = id, denn dies ist der
einzige Homomorphismus @ — Q mit x5,y = 7, Y-
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Gruppenprasentation: Wiinsche werden wahr! Erliuterung

Ubung: Fiir P := (z,y|2% =y = (zy)? = 1) finden wir das Modell
Aymitzr, =(1,2,3) und yo = (2,3,4), denn z, -y = (1,2)(3,4).
Zeigen Sie, mit viel Geduld, dass P hochstens 12 Elemente hat.
Folgern Sie daraus P =~ A, mit z — (1,2,3) und y — (2, 3,4).

Ubung: Fiir Q := (z,y|2° = y? = (zy)® = 1) finden wir als Modell

die alternierende Gruppe A; mit z, = (1,2,3,4,5) und y; = (1,2)(3,4).
Zeigen Sie, mit noch mehr Geduld, dass @ hochstens 60 Elemente hat.
Folgern Sie daraus ) =~ A; mit z — (1,2,3,4,5) und y = (1,2)(3,4).

© Fir sehr kleine Beispiele kann man solche Rechnungen gerade noch
per Hand durchfithren und dabei viel lernen. Probieren Sie es selbst!
Eine Ausfithrung bietet math.stackexchange.com/questions/4588584.

Die systematische Behandlung fithrt zum Todd-Coxeter—Algorithmus.
Ist die prasentierte Gruppe P endlich, so konstruiert er eine vollstindige
Liste aller Elemente, und sein Abschluss beweist die Vollstandigkeit.
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© Bequem nutzbar, effizient implementiert und griindlich getestet finden
Sie dies zum Beispiel in GAP, https://docs.gap- system.org/doc/ref/chap47.

Zur Illustration zeige ich die beiden obigen Elementezahlungen mit GAP.
GAP erkennt zudem typische Gruppen: symmetrisch, alternierend, uvm.

1| gap> F := FreeGroup( "x", "y" );;

21 gap> x := F.1;;, vy := F.2;;

sigap> G := F /[ [ x*3, y*3, (x*y)"2 ];;

4| gap> [ Size(G), StructureDescription(G) ];
s|[ 12, "A4" ]

6

71gap> F := FreeGroup( "x", "yv" );;

slgap> x := F.1;; y 1= F.2;;

ogap> G := F [ [ x*5, y*2, (x*y)"3 1;;

gap> [ Size(G), StructureDescription(G) ];
[ 60, IIA5II ]

1

(e

1

—_



http://math.stackexchange.com/questions/4588584
https://docs.gap-system.org/doc/ref/chap47

Die Diedergruppe als Isometrien des regularen n—Ecks e

Wir betrachten das reguldre n-Eck P, CR? =Czun € N.g:

Die Diedergruppe D! besteht aus den euklidischen Isometrien von P, :

D, ={p,:2z+ ze2mk/n g sy s Z ek ’k =0,...,n—1} C Isom(R?)

genau n Drehungen ...und n Spiegelungen

Beispiel: Die acht Elemente von D), sind p,, : z + zi* und o}, : z > Zi.
Es giltid = p, € D), und zu f,g € D), gilt fog € D}, sowie f~! € D..
In der Isometriegruppe Isom(C) ist daher D] eine Untergruppe.

Die Menge D) mit der Komposition o ist somit selbst eine Gruppe:

(a) Die Komposition o : D! x D! — D! ist wohldefiniert und assoziativ.
(b) Die Isometrie id = p, € D,, ist neutral bezliglich Komposition.

(c) Zu jeder Isometrie f € D, existiert eine inverse Isometrie g € D).
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Die Diedergruppe als Isometrien des regularen n—Ecks Ausfishrung

Eine Abbildung g : R” — R™ heifit [sometrie, wenn sie den euklidischen
Abstand d erhalt, also d(g(z), g(y)) = d(z,y) fur alle x,y € R™ erfiillt.
Verschiebungen sind Isometrien, ebenso Drehungen und Spiegelungen.

Die Isometrien, die uns hier interessieren, fixieren alle den Ursprung.
Die Isometriegruppe Isom(C, 0) besteht aus allen Drehungen z - za
und allen Spiegelungen z  za, wobei a € S?, also a € C mit |a| = 1.

Zur expliziten Konstruktion von P, = [w,, wy, ..., w,_;] wahlen wir als

Eckpunkte die nten Einheitswurzeln w, = e*™*/" fiir k = 0,1,...,n — 1.

Ubung: D! = {g € Isom(C,0) | f(P,) = P, } ist eine Unter/Gruppe.
Erstellen Sie fiir n = 4 die Verkniipfungstabelle, moglichst iibersichtlich.

Es bleibt die Frage: Warum gilt Isom(C, P,) = D,, wie oben angegeben?
Klar ist ,,D". Wir zeigen umgekerht ,,C": Hierzu sei g € Isom(C, P,)).

Als Isometrie bildet ¢ Ecken auf Ecken ab und Kanten auf Kanten.
Zunachst drehen wir g(w,) auf w,, dann spiegeln wir ggf. g(w,) auf w,.
So finden wir eine Drehung oder Spiegelung f € D, mit f o g = id¢:
Alle Ecken werden festgehalten, also ganz C. Das zeigt g = f~! € D! .
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Die Diedergruppe in Matrixdarstellung

Drehungen und Spiegelungen kénnen wir durch Matrizen darstellen:

_ | cos(2mk/n) sin(27rk/n)] g [cos(%rk:/n) sin(27rk/n)]
k sin(2rk/n)  cos(2wk/n) k sin(2wk/n) — cos(2mk/n)

Diese 2n Matrizen fassen wir zusammen zur Dieder-Matrixgruppe:
D% — {Ro, Rl’ ceey Rn—17 So, 517 cee sy Sn—l } g GL2 R

Beispiel: Die acht Elemente der Diedergruppe D) < GL, Z sind

Esgilt E= R, € D), undzu A, B € D) gilt A- B € D) sowie A~ € D).
In der allgemeinen linearen Gruppe GL, R ist D)! eine Untergruppe.
Die Menge D! mit Matrixmultiplikation - ist somit selbst eine Gruppe:
(a) Die Multiplikation - : D) x D} — D) ist wohldefiniert und assoziativ.
(b) Die Einheitsmatrix £ = R, € D) ist neutral beziiglich Multiplikation.
(c) Zu jeder Matrix A € D) existiert eine inverse Matrix B € D).
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Die Diedergruppe in Matrixdarstellung Ausfishrung

Zu jedem Ring (K, +, ) und n € N haben wir den Matrixring (K™*™, +,-).
Die invertierbaren Matrizen bilden die allgemeine lineare Gruppe GL,, K.
Eine Matrixgruppe ist eine Untergruppe G < GL,, K, d.h. sie enthilt die
Einheitsmatrix und ist abgeschlossen unter Komposition und Inversion;
wir haben also £ € G, und fiir A, B € G gilt A- B € G sowie A™! € G.
Die Menge G mit Matrixmultiplikation - ist somit selbst eine Gruppe.

Wir nutzen dies hier speziell fiir den Korper K = R der reellen Zahlen.
Jede Matrix A € GL,, R operiert auf R” durch z — Az. So konnen wir
Drehungen und Spiegelungen bequem durch Matrizen darstellen:

pp RE—>R*:x=> R -z, 0,:RER*:x> S,

Wie iiblich ist es sinnvoll, Matrizen und Abbildungen zu unterscheiden.
Damit ist p, die Drehung um den Winkel 27k/n und o, die Spiegelung
an der Achse, die gegen die x—Achse im Winkel 7k/n geneigt ist.

Ubung: Zeigen Sie, dass D)’ eine Matrixgruppe ist, wie angegeben.
Erstellen Sie fiir n = 4 die Verkniipfungstabelle, moglichst iibersichtlich.




Die Diedergruppe in Permutationsdarstellung o

Wir konnen die Isometrien durch Permutationen der Ecken darstellen:
r.: 2L, =2, x—=k+x, Ss,.:4, 2L, c—=k—=x
Diese fassen wir zusammen zur Dieder-Permutationsgruppe:
D) = {Tgs s s T_15505 515 1 5p—1 } © 5,

Beispiel: Die acht Permutationen der Diedergruppe D, < S, sind

/’\

Es giltid =r, € D', und zu a,b € D!, giltaob € D! sowiea™ € D’.
In der symmetrlschen Gruppe S,, ist daher D! eine Untergruppe.

Die Menge D) mit der Komposition o ist somit selbst eine Gruppe:

(a) Die Komposition o : D, x D, — D, ist wohldefiniert und assoziativ.
(b) Die Identitét id = r, € D, ist neutral beziiglich Komposition.

(c) Zu jeder Permutation a € D, existiert eine inverse b € D).

OOO OO

N—= O
N RN
OC\J l\DOJ
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Die Diedergruppe in Permutationsdarstellung Ausfishrung

Zu jeder Menge X bildet die Menge Sy aller Bijektionen o : X =% X
die symmetrische Gruppe (Sy,o,idy). Im Spezialfall X = {1,... ,n}
oder wie hier X =Z, = {0,...,n — 1} schreiben wir dafir kurz S,,.
Wir identifizieren Z,, mit der Eckenmenge W, = {w, ..., w,,_;}

Jede Isometrie g € Isom(C, P, ) wirkt auf der Eckenmenge W, , erfillt also
g(W,) =W, .Die Einschrankung Isom(C, P,) — Sym(W,,) ordnet so
jeder Isometrie g eine Permutation o = gfjj» zu. Umgekehrt wird die
[sometrie g bereits durch ihre Eckenpermutation o eindeutig festgelegt,
die Einschrankung Isom(C, P,) — Sym(W,,) : g ist also injektiv.

Wir setzen dazu n > 3 voraus. Fiir n = 2 und P, = [—1, 1] gilt das nicht,
denn D, = { +id, & conj } hat Ordnung 4, doch S_, ;, nur Ordnung 2.

Ubung: Zeigen Sie, dass D! eine Unter/Gruppe ist, das heif3t, sie enthalt
die Identitit und ist abgeschlossen unter Komposition und Inversion.
Damit erfiillt D!, die Gruppeneigenschaften (a—c) wie oben angegeben.
Erstellen Sie fiir n = 4 die Verkniipfungstabelle, moglichst iibersichtlich.
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Diese drei Darstellungen sind isomorph.

Die Gruppe D), < Isom(R?) und D) < GL, R und D}, < S, begreifen wir
konkret als Untergruppe der Isometriegruppe Isom(R?) der Ebene, der
allgemeinen linearen Gruppe GL, R und der symmetrischen Gruppe S,,.
Fiir jedes n € N. 5 sind die Gruppen D,, und D,; und D,, isomorph:

Vi

(l)?za'> ) — > (])2170) ¢ — ’ (l)iﬂ O)
Ry, Sy I Piks Ok v Tky Sk

I4IS)
| <

In der Gruppe D), ist die Menge C), = {p,, ..., p,,_1 } der Drehungen eine
Untergruppe: Sie ist abgeschlossen unter Komposition, sie enthélt das
neutrale Element p, = id und zu jedem Element f sein Inverses f~!.
Arbeitsersparnis: Assoziativitdt vererbt sich automatisch von D) auf C',.

Die Gruppe (C) , o, id) ist isomorph zur zyklischen Gruppe (Z,,, +,0):

ny

h (Zn,—l—,O)%(CI © ld) : kakz

ny

Die Menge D,, \ C,, der Spiegelungen hingegen ist keine Untergruppe:
Die Komposition von zwei Spiegelungen ist selbst keine Spiegelung!
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Was lernen wir daran? Ausfiihrung

Zur Anschauung und Motivation ist es meist hilfreich, so wie hier mit
konkreten Beispielen anzufangen. Ich tue dies mit Absicht und Bedacht:
Ein gut gewéhltes, interessantes Beispiel bereichert unseren Fundus.

Es ist keine Wegwerf-Illustration, sondern verdient Wertschéatzung.

Was ist wesentlich an einer ,Gruppe”? Das ist nicht leicht zu extrahieren!
Jedes konkrete Beispiel ist dekoriert mit zufalligen, iberfliissigen Details.
Die Diedergruppen D!, D), D! etwa sind nicht ,klinisch steril®, sondern
verbinden diverse Aspekte von Gruppen, Untergruppen, Operationen.

Wir fokussieren uns auf das Wesentliche und definieren unsere Begriffe
schlieBBlich axiomatisch. Dieser kithne Sprung klart und vereinfacht!
Beim ersten Durchgang wird Ihnen dieses Vorgehen noch schwerfallen,
weil es fiir Sie zunachst ungewohnt ist, doch es bewahrt sich schnell.

Die Suche nach klarender Abstraktion ist nicht nur subjektiv-didaktisch,
sondern auch objektiv-historisch real. In der Geschichte der Mathematik
hat es recht lange gedauert, die grundlegenden Begriffe herauszuschélen,
wie Monoid und Gruppe, Ring und Kérper, Modul und Vektorraum, etc.
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Satz L3m: Prasentation der Diedergruppe

Fiir die Diedergruppe D,, mit n € N erhalten wir die Prasentationen

(1) h : D}y, := (s,t]s%, t2, (st)") ~ D
(2) h': D} = (r,s|s* 1" srs=7r"1)2 D

: S Sy, L 8

n

n

PSSy, T Ty

Fir kleine n gilt D; =~ S, und D, =~ (Z/2)? und D, =~ 7Z/2, und
D, = D, ist isomorph zu D} = 7Z/2 x Z/2 und zu D = Z X 7Z/2.

Beweis: Die Coxeter—Prasentation (1) nutzt Spiegelungen:

(1a)In D, gilt s; = 1 und s;5; = r;_;, somit (sys,)" = 1. (Nachrechnen!)
(1b) Der Gruppenhomomorphismus h ist wohldefiniert und surjektiv.
(1c) Sogar injektiv? Wir konnen D}, vollstindig aufzahlen:

Dy, ={1, s, t, st, ts, sts, tst, ..., sts-- =tst-}
Daraus folgt §D;, < 2n. Demnach ist 4 : D}, — D,, bijektiv. QED
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© Fir die zweite Prasentation gehen wir genauso vor:

(2a) In D,, gilt s7 =1 und r? = 1 sowie s,r;s, = r_,, fur alle k, ¢.

(2b) Der Gruppenhomomorphismus A’ ist wohldefiniert und surjektiv.
(2¢) Sogar injektiv? Auch Dj, kénnen wir vollstandig aufzéhlen:

D ={r*s*|keZ/n, L €Z)2}.

Daraus folgt §D}; < 2n. Demnach ist 4’ : D;; —» D, bijektiv. QED

© Alternativ zeigt diese Aufzahlung direkt, dass h bzw. h’ injektiv ist,
denn die Bilder der aufgeziahlten Elemente sind paarweise verschieden!
Diese allgemeinere Sichtweise hilft daher auch bei unendlichen Gruppen.

© Zur Prasentation h: (S| R) = G geben wir die drei Daten S und R
und f: S — G an und priifen daran die drei behaupteten Eigenschaften:
(a) Definition: Die angegebenen Relationen gelten in der Zielgruppe.

(b) Surjektion: Die Erzeuger reichen aus; sie erzeugen alle Elemente.

(c) Injektion: Die Relationen reichen aus; sie erzeugen alle Relationen.




. . . . L335
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© Diedergruppen werden erzeugt von Reflektionen. H.S.M. Coxeter
(1907-2003) untersuchte solche Spiegelungsgruppen ab 1935. Parallel
arbeitete Emil Artin (1898-1962) und spater Jaques Tits (1930-2021) an
solchen Présentationen, bei denen die Relation s* = 1 weggelassen wird.

Wir betrachten Priasentationen mit Erzeugern s, ¢,... und Relationen
der speziellen Form stst ... = tsts..., der Lange m € N auf beiden Seiten.
Hierzu definieren wir das Wechselprodukt (s, ¢)™ := stst ... der Lange m.

Gegeben sei eine Menge S und dazu eine Coxeter—-Matrix M = (m,), 4
der vorgeschriebenen Exponenten m,, = m,, € Nmit m , = 1.

Coxeter—Gruppe: W= (S| (st)™st : 5,6 € S)
Artin-Tits-Gruppe: A, := (S| (s,t)™st = (t,5)™t : 5,6 € S)
Artin-Tits—Monoid: A}, :=[S|(s,t)™st = (t,5)™ : 5,6 € S]

Dabei entsteht W, aus A, und aus A}, durch Hinzufiigen der Relationen
s? = 1fur alle s € S, denn (st)™ = 1 bedeutet damit (s, )™ = (t,s)™
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Beispiele: Die Diedergruppe erhalten wir fiir S = {s,¢} und M = [ 7].
Das freie Monoid A}, = [ S|—] und die freie Gruppe A,, = (S| —)
erhalten wir fiir die Coxeter—Matrix M mit m, = 0 fiir alle s # ¢.

Mitmst—iniralles:/étsindAJr—[S\st—ts s,t € §] = NS und
Ay = (S|st=ts:s,teS) =7 frei abelsch sowie W,, = (Z/27)\%)

Auch die symmetrische Gruppe S,, lasst sich so gewinnen, siehe L3w:
) F13 2 .27
s =1 1 <s<n 313- :

.2
ttt. =ttt : \i—j|:1 3
A Jrd 231

Bemerkung: Gilt m,, = m,, = 1 fiir s # ¢, so folgt die Gleichheit s = ¢,
wir konnen also Erzeuger sparen. Daher schlief3st man dieses Fall aus.

© Endliche Coxeter—Gruppen wurden 1935 von Coxeter klassifiziert in
vier Familien und sechs Ausnahmen, en.wikipedia.org/wiki/Coxeter_group.



http://en.wikipedia.org/wiki/Coxeter_group

Wann ist und wie wird eine Gruppe abelsch? o

Sei (G, -, 1) eine Gruppe. Fiir je zwei Elemente «, b sind dquivalent:

1 Es gilt ab = ba, das heifst, die Elemente a und b kommutieren.

2 Es gilt b~1ab = a; die Konjugation v, : x — 2° = b~ fixiert a.

3 Es gilt b = a~1ba; die Konjugation v, : x — 2% = a 'wa fixiert b.

4 Es gilt a=1b~tab = 1; der Kommutator [a,b] := a~b1ab ist trivial.

Der Kommutator [a, b| misst fiir a, b die Abweichung vom Kommutieren.
Alle Kommutatoren in G erzeugen gemeinsam die Kommutatorgruppe

G = ([G,G]) = ([a,b]|a,b € G).

Sie misst, wie weit G von der Kommutativitat abweicht; genau dann ist G
abelsch, wenn G" = {1} gilt. Wir konnen jede Gruppe G abelsch machen,
indem wir zur Quotientengruppe G,;, von G modulo G’ iibergehen:

0 7elE (; —» (;al) = (;//(;/ A= (l(;/

Diese Abelschmachung oder Abelianisierung fithren wir nun aus.
Frei nach Goethe: Und bist du nicht abelsch, so brauch’ ich G’walkt.
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Mit [G, G] = {[a,b] | a,b € G} bezeichne ich die Kommutator menge.

Sie enthilt das neutrale Element 1 = [1, 1] und ist zudem abgeschlossen
unter Inversion, denn es gilt [a,b]™! = (a7 107 tab)™ = b~ ta"tba = [b,a].

Hingegen ist die Menge [G, G] C G im Allgemeinen nicht abgeschlossen
unter Multiplikation. Die kleinsten Gegenbeispiele haben 96 Elemente.

[[]Ian D. MacDonald: Commutators and their products. Amer. Math.
Monthly 93 (1986) 440—444. Ich zitiere aus der emphatischen Einleitung:

The beginner still has a problem. The groups with which he is familiar tend
to have small orders or straightforward structures. Products of commutators
in such groups tend to be commutators. An impression therefore comes
about that “non-commutators” are unusual; maybe even pathological.

It is our aim to persuade this beginner that “non-commutators” exist
in an abundance of groups. [...] The attitude that there are only a few
exotic examples, kept in glass cases in some museum of groups, is wrong.

[ [1 Oystein Ore: Some remarks on commutators. Proc. Amer. Math. Soc.
(1951) 307-314, Theorem 1: Jede gerade Permutation ist ein Kommutator.
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Wir fithren die Abelschmachung nun detailliert aus. Damit der Quotient
ag : G - G /G’ nicht nur eine Menge, sondern wirklich eine Gruppe
liefert, muss die Untergruppe G’ in G normal sein, also invariant unter
Konjugation. Diese grundlegende Beobachtung rechnen wir nun nach:

Satz L3N: Abelschmachung einer Gruppe
(0) In G ist G’ normal. Die Quotientengruppe G, := G/G’ ist abelsch.

Beweis: (0) Die Konjugation mit ¢ € G bildet die Kommutatormenge
|G,G] ={]a,b]|a,b € G} in sich selbst ab, denn fiir alle a,b € G gilt
la,b]¢ = c7H(a o tab)e = (ctate)(c7tbte) (e tac)(c7tbe) = [ac, be].
Demnach ist die von der Menge |G, G| erzeugte Kommutatoruntergruppe
G’ = (|G, G]) konjugationsinvariant, also normal in G, kurz G’ < G.
Demnach vererbt G die Gruppenstruktur vermoge o : G - G/G’.

Fir a,b € G gilt [a,b] = a b ab € G', also a1 tabG" = G’ und somit
abG’ = baG’. Das bedeutet, die Quotientengruppe G/G’ = {aG’ |a € G}
mit der Verkniipfung (aG") - (bG") = (ab)G’ ist abelsch. QED
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Bemerkung: Ist f: G — G ein beliebiger Endomorphismus von G, so gilt
f(la,b]) = [f(a), f(b)], also f(|G,G]) C |G,G]und f(G’) C G’.In diesem
Sinne ist G’ < G eine ,vollinvariante” Untergruppe. Invarianz gilt somit
insbesondere fiir jeden Automorphismus f: G =% G, demnach ist G’ eine
,charakteristische” Untergruppe. Invarianz gilt speziell fir jeden inneren
Automorphismus f: G =% G : x — 29, demnach ist G’ eine ,normale”
Untergruppe. Allein darauf kommt es bei der Quotientenbildung an.

Aufgabe: Es gilt K < G und G/K abelsch gdw G' < K <G,

Losung: ,=": Sei G/K abelsch, also aK - bK = bK - oK fir alle a,b € G.
Daraus folgt abK = baK, also (ba) tabK = K, und somit [a, )] € K.
Somit gilt [G,G] < K und G’ = (|G, G]) < K, wie behauptet.

»<": Wir wissen bereits, dass G/G’ eine abelsche Gruppe ist.

Jede Untergruppe H mit {1} < H < G/G’ ist demnach normal.

Dank Korrespondenz ist jede Gruppe K mit G’ < K < G normal.

Austihrlich: Fir alle k£ € K und g € G gilt k9 € K, denn wir haben
k™t k9 =1lkgle @ < Kundsomitky =k [k, gl € K- K = K.
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G G % H G Y . H h LK
al\ al\al al\al\al
G G H G H K
Gab ___;“_J%__) A Gab L) Hab Gab A) Hab L) Kab

Satz L3N: Abelschmachung eines Gruppenhomomorphismus

(1) Der Quotient a : G — G, : a = aG’ hat die universelle Eigenschatft:
Zu jedem Homomorphismus f : G — A in eine abelsche Gruppe existiert
genau ein Homomorphismus f: G, - Amit f = f o a.

(2) Jedem Homomorphismus f: G — H ordnet die Abelschmachung den
eindeutigen Homomorphismus f,, : G, — H,, mit a0 f = f,;, o ag zu.

Beweis: (1) Fiir alle Elemente a,b € G gilt [a,b] = a~'b'ab € Ker(f),
denn f(a='b"'ab) = f(a)~' f(b)~ f(a) f(b) = 1. Dank G" < Ker(f)
induziert f den Homomorphismus f: G/G" — A : aG' + f(a).

(2) Die Komposition a o f: G — H,, induziert f,, : G,, — H,,. |QED
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Satz L3N: Funktorialitat

(3) Die Abelschmachung ist ein Funktor ab : Grp — Ab.
(3a) Fur die Identitét jeder Gruppe G gilt (id¢),, = idg _ -
Genauer ist (inc, ab) : Ab & Grp eine Retraktion.

Beweis: (3a) Fir f =id; : G — G ergibt die Abelschmachung (2) durch
Einsetzen f,, c g = ag o f = ag =idg o ag. Dank der Eindeutigkeit in
der universellen Eigenschaft (1) folgt hieraus f,;,, =id¢ .

(3b) Fur f =hog: G — K folgt f,;, = h,}, © g, aus obigem Diagramm:
Es gilt f,cag =agof=agohog=hy,cagog="h,,og.eag.
Dank der Eindeutigkeit (1) folgt f,;, = h,;, © g.,,» Wie behauptet.

Speziell auf der Unterkategorie Ab < Grp aller abelschen Gruppen ist die
Abelschmachung ab : Ab — Ab dquivalent zum identischen Funktor id,;.
In diesem Sinne ist die Abelschmaschung ab : Grp — Ab eine Retraktion
zur Inklusion inc : Ab — Grp, kurz (inc, ab) : Ab & Grp. QED
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© Die Aussage ,ab : Grp — Ab ist ein Funktor” bedeutet ausfiihrlich:

Wir ordnen gemaf3 (0) jeder Gruppe G € Grp eine abelsche Gruppe
G, € Ab zu und gemaf} (2) jedem Homomorphismus f: G — H von
Gruppen einen Homomorphismus f,, : G,;, — H,,, abelscher Gruppen.

Diese Zuordnung respektiert alle Identitdten gemaf3 (3a) und alle
Kompositionen gemaf (3b). Diese Eigenschaften sind sehr niitzlich,
daher fassen wir sie zum Begriff des ,Funktors” zusammen.

© Die abstrakte Konstruktion und ihre Eigenschaften lassen sich leicht
nachrechnen, wie hier zu sehen. Im Folgenden wird es darum gehen,
konkrete Beispiele auszurechnen. Bemerkenswerterweise sind hier die
speziellen Rechnungen weit komplizierter als die allgemeine Theorie...
und sicher auch wesentlich interessanter. (So ist es ja recht oft.)

Zur Einstimmung nenne ich das Verhalten der Abelschmachung unter
Sur/In/Bijektionen: Allgemeine Aussagen sind recht leicht, spezielle
Gegen/Beispiele verbinden kreative Kunst mit solidem Handwerk.
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Abelschmachung und Sur/In/Bijektivitat Erliuterung

Satz L3nN: Abelschmachung und Sur/In/Bijektivitat

(4) Ist g : G — H bijektiv oder surjektiv, so auch g, : G, — H,,-
Injektivitat hingegen bleibt bei Abelschmachung nicht erhalten!

(5) Fiir jeden inneren Automorphismus f: G — G : x = 29 = g lag
mit g € G gilt nach Abelschmachung f,, =idg : G, = Gy,

Beweis: (4a) Ist der Homomorphismus g : G — H bijektiv, so ist auch

h=g¢g!:H — G ein Homomorphismus, kurz (g, h) : G =~ H. Wie jeder
Funktor erhilt ab Isomorphismen: Aus h o g = id; und g o h = id folgt
hap © 9ap = 1dg,, und gy, o hyp = idy , Kurz (g, hyy,) : Gay = Hyy,.

(4b) Aus f: G — Hfolgt ay o f: G = H,, und somit f: G, — H,,,.

(4c) Wir betrachten die Abelschmachung sign : S,, = {41} fiir n € N.,.
Die Inklusion ¢ : ((1,2,...,n)) < S, ist injektiv, nicht jedoch ihre
Abelschmachung ¢, : ((1,2,....,n)),, — (S,,). = {£1} firn > 3.

(5) Nach Konstruktion gilt = 29 mod G’, da v~ '29 = [1,9] € G’. [QED




Abelschmachung vs Signatur und Determinante e

Die Lineare Algebra zeigt Ihnen zwei wichtige Abelschmachungen:
die Signatur sign, : S,, =+ {1} fiir n € N., und die Determinante
dety : GL, K - K* fir jeden Korper, ausgenommen (n, {K) = (2, 2).

S, (n > 2) GL, K  (n,tK)+ (2,2)
l sign O‘l det
> {il} <GLn K)ab i> K~

Genauer bedeutet das: Der induzierte Gruppenhomomorphismus

(S,).p — {£1} bzw. (GL,, K),, — K* erweist sich als I[somorphismus.
In diesem Sinne ist die Abelschmachung « zwar nicht gleich der Signatur
bzw. Determinante, aber doch immerhin isomorph (siehe folgende Folie).

© Dies sind konkrete Inkarnationen der universellen Abelschmachung,
sie werden iiberall in der Mathematik und ihren Anwendungen genutzt.
Deshalb rechnen wir dies in den folgenden beiden Satzen sorgsam nach.
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Wie oben definiert ist die Abelschmachung, streng formal betrachtet,
der Quotientenhomomorphismus o : G - G, := G/G’ : a = aG".
Signatur und Determinante tun ,im Wesentlichen“ genau das,

sie sind im Folgenden Sinne dquivalent zur Abelschmachung:

G

Gy —2— H

Ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist dquivalent
zur Abelschmachung o : G - G, = G/G’, falls Ker(p) = G’ gilt.

Anders gesagt: Der Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H hat eine
abelsche Bildgruppe H, und der induzierte Gruppenhomomorphismus
¢:G,, — H:aG — p(a) mit ¢ = p o a erweist sich als Isomorphismus.
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Die Signatur als Abelschmachung

Satz L3o: die Abelschmachung der symmetrischen Gruppe S,

(1) Die symmetrische Gruppe S,, hat als Kommutatorgruppe S/, = A,.
(2) Weiters gilt A’ = A_, aufler in den Ausnahmefillen n € {3,4}.

Fir n = 1istsign, : S; = {1} trivial. Fir n > 2 ist sign, : S,, - {£1}

aquivalent zur Abelschmachung, d.h. jeder Gruppenhomomorphismus
f:S, — Ain eine abelsche Gruppe A faktorisiert eindeutig iiber sign,:
Es existiert genau ein Homomorphismus f : {41} — A mit f = f o sign

Beweis: (1) ,C": Nach Definition gilt A, := Ker(sign,, : S,, — {+1}).

Da die Zielgruppe {41} abelsch ist, folgt S|, C A, . Alternativ: Jeder
Kommutator [0, 7] mit 0,7 € S,, ist gerade, also S/, = ([S,,,S,,]) C A,,.
.2 Wir zeigen S| D A . Fiirn € {1,2} gilt A, = {1}. Sei also n > 3.

In der Gruppe (S,,, o, id) ist jeder 3-Zykel (i, j, k) ein Kommutator dank
(i, k), (4, k)] = (i,k)(J,k)(i,k)(j, k) = (i, 7, k). Die Gruppe A, wird von
3-Zykeln erzeugt. (Induktion: Ubung!) Also gilt A, C ([S,.,S,]) =S/.
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(2) Fiir n > 5 folgt ebenso A/, = A, denn jeder 3-Zykel liegt in A, und
ist ein Kommutator von zwei geeigneten 3—-Zykeln, ebenfalls in A,
gemif [(1,2,3), (1,4,5)] = (1,3,2)(1,5,4)(1,2,3)(1,4,5) = (1,3, 5).
Firn = 3ist A; = ((1,2,3)) abelsch, also A} = {id} C A, trivial.

Firn =4ist A} = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} C A,

genannt die Kleinsche Vierergruppe, und somit A = {id}. QED

Bemerkung: Zu jeder Gruppe (G, -,1) und n € N definieren wir die nte
abgeleitete Gruppe G™ durch G'*) := G und rekursiv G"*Y = (G™))’.
Gilt G™ = {1} fiir ein n € N, so nennen wir die Gruppe G auflésbar.

Die kleinen symmetrischen Gruppen S,,S,, S5, S, sind somit auflosbar,
ebenso A, A,, A5, A,. Fir n > 5 jedoch sind S,, und A, nicht auflosbar.
(Das entspricht der Auflosung von Polynomgleichungen vom Grad n:
Fiir kleine Grade n < 4 existieren explizite Losungsformeln, die mit den
Korperoperationen und Wurzelziehen auskommen. Fiir n > 5 zeigt die
Galois-Theorie, dass keine solche Losungsformel existieren kann.)




Die Determinante als Abelschmachung L

Analog zur Signatur sign, : S, — {1} erkennen wir schliefllich
auch die Determinante det; : GL,, K — K* als Abelschmachung.
Wir formulieren dies der Einfachheit halber nur tiber Kérpern:

Satz L3p: die Abelschmachung der allgemeinen linearen Gruppe GL,,

(1) Fiir jeden Korper K gilt GL/, K = SL,, K, aufler fiir n = 2 und {K = 2.
(2) Weiters gilt SL, K = SL_ K, aufler fiir n = 2 und §K € {2, 3}.

Speziell fiir n = 1 ist det;, : GL; K & K* ein Gruppenisomorphismus.
Fir n > 2 ist dety : GL, K - K* aquivalent zur Abelschmachung,

das bedeutet, jeder Gruppenhomomorphismus f: GL, K — A in eine
abelsche Gruppe A faktorisiert eindeutig tiber die Determinante dety;:
Es existiert genau ein Homomorphismus f:K* = Amit f=fo o dety.

Beweis: (1) ,C“: Nach Definition gilt SL,, K := Ker(dety : GL,, K — K*).
Da die Zielgruppe K* abelsch ist, folgt GL K C SL, K. Alternativ: Jeder
Kommutator [A, B] mit A, B € GL,, hat Determinante 1, liegt also in SL,,.
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,2“ Wir zeigen GL/, D SL,. Fiir n = 1 gilt SL; = {1}. Sei also n > 2.
SeiT;(a) = E +ak;; € SL die Transvektion zu Indizes ¢ # j und a € K;
auf der Diagonalen stehen Emsen a an der Stelle (7, j), sonst Nullen.
Dank Gauf3—Algorithmus wird SL,, erzeugt von Transvektionen.

Zwischen den Transvektionen gelten folgende Steinberg—Relationen:
(S0)  Tij(a)Ti;(b)
(S1) [Tw< ), Ty ()]
(S2) [Ty Tk£<b>]

Fir n > 3 liegt jede Transvektion in [SL,, SL, ] dank (S1). Im Falle n = 2

nutzen wir einen anderen Trick: Fir alle w € K* und U = (4 9) € GL,

gilt [U,T;;(a)] = T;;(b) mit b = a(1 — u). Dank der Voraussetzung {K > 3

kénnen wir u € K\ {0,1} und a = b/(1 — u) wihlen. Somit enthilt GL/,

alle Transvektionen, also auch die davon erzeugte Untergruppe SL,,.

T;j(a+b) furallei+# junda,be€K,
T;.(ab) fir 4, j, k verschieden,
firi + fund j + k.
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(2) Fiir n > 3 folgt dank (S1) ebenso SL/, D SL, . Im Falle n = 2 variieren
wir unseren vorigen Trick: Fir alle u € K* und U = (¢ %) € SL, gilt
(U, T;;(a)] = T;;(b) mit b = a(1 — u?). Dank der Voraussetzung {K > 4
koénnen wir u € K\ {0, +1} und a = b/(1 — u?) wihlen. Somit enthalt
SL, alle Transvektionen, also auch die davon erzeugte Untergruppe SL,..
Im Ausnahmefall GL, F, = SL, F, =~ S, gilt SL, F, D GLy F, =~ A,.

Fir GL, F; gilt GL;, Fy = SL, F; mit § GL, F; = 48 und £ SL, F; = 24, aber
# SL, IF; = 8, wie man geduldig nachrechnet. QED

Bemerkung: Wir kénnen nicht nur jede Gruppe, sondern allgemein jedes
Monoid (M, -, 1) abelsch machen. Dies leistet der zugehdrige Quotient
a: (M, 1) = (M,,-, 1) mit M,,, = M/_, wobei die Kongruenz = auf M
als Aquivalenzrelation erzeugt wird von uabv = ubav mit u, a,b,v € M.
Die universelle Eigenschaft lautet nun: Zu jedem Homomorphismus
@:(M,-,1) = (A,-,1) in ein abelsches Monoid existiert genau ein
Homomorphismus ¢ : (M,,,-,1) = (A4,-,1) mit p = po a.

a
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Die Abelschmachung zu definieren ist leicht, sie auszurechnen oft schwer.
Die Rechnung liefert meist wertvolle Informationen iiber unsere Gruppe!

Die notige Arbeit haben wir oben bereits fiir unsere liebsten Gruppen
investiert und ernten nun auch allgemein fiir unsere liebsten Monoide:

Korollar L3p: Signatur und Determinante als Abelschmachung

Fir n € Ny, betrachten wir die Monoidhomomorphismen

sign, : (T,,0,id) —» ({£1,0},-, 1),
dety : (K™ -1 ) — (K, - 1).

) TnXn

(1) Mit der Ausnahme n = 1 ist sign,, dquivalent zur Abelschmachung,.
(2) Fiir jeden Korper K, mit der einzigen Ausnahme (n, {K) = (2, 2),
ist die Determinante det;; dquivalent zur Abelschmachung.

Ubung: Zeigen Sie, dass alle nicht invertierbaren Elemente untereinander
aquivalent sind beziiglich der abelschmachenden Kongruenz =.




. . . L353
Abelschmachung einer Prasentation

Vorgelegt sei eine Prasentation (S, R, h, k) der Gruppe G mit Erzeugern S
und Relationen R und dem Isomorphismus (h, k) : (S| R) = G.

h
Prasentation (S|R) | = ’ G prisentierte Gruppe
k
q \ \ o
N2 h <+
R'=RUI[S,S], (S|R") = ’ G,;, Abelschmachung
k/

Satz L3a: Abelschmachung einer Prasentation

Die Abelschmachung der Prasentation (h, k) : (S| R) = G liefert eine
Prasentation der Abelschmachung, (h', k") : (S|RU[S,S]) =2 G,y

Aufgabe: Dies folgt aus der universellen Eigenschaft der Prasentation
(L3j) und der Abelschmachung (L3n). Fithren Sie alles sorgfaltig aus!
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Beweis: (1) Die Komposition ao b : (S| R) — G, erfiillt Giber die
Relationen R hinaus auch R’, induziert also den Homomorphismus
' : (S|R") — G, mit h’ o ¢ = a o h dank universeller Eigenschaft L3j.

(2) Die aus (5, R) gewonnene Prasentation (S, R') mit R = RU[S, S]
definiert eine abelsche Gruppe: In der Gruppe (S| R’) kommutieren alle
Erzeuger s,t € S, daher auch alle hiervon erzeugten Elemente, also alle.

(3) Die Komposition go k : G — (S| R") geht dank (2) in eine abelsche
Gruppe, induziert also den Homomorphismus £" : G, — (S| R’") mit
k" o ae = q o k dank universeller Eigenschaft L3n.

(4) Da (h, k) ein Isomorphismuspaar ist, folgt dies auch fir (A’ k):
Es gilt k" o b’ = id und A’ o k" = id auf Erzeugern, also allgemein.

Ausfithrlich: Wir haben k" o h og =k’ caoh =qokoh =qg=1idoq.
Dank Surjektivitiat / UAE von q folgt Rechtskiirzbarkeit, £ o h" = id.
Ebenso haben wir h' o k" caa = h' oqok =aohok =a =id o a.

Dank Surjektivitat / UAE von « folgt Rechtskiirzbarkeit, h" o k” = id. |QED
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Beispiel: Fiir jede freie Gruppe F'iiber einer Basis S = {s;,...,s,} C F
erhalten wir F,;, = 7" vermoge s, > ¢, fur k =1, ..., r, siehe L3c.
Wir erhalten so die erneut die vertraute Prasentation

<Sl7 ceey Sy ‘ S@‘Sj = Sjsi : Z,j - {1, ,T}> ~ 7"
Ubersichtlich zusammengefasst als Diagramm:

(S1=) < ' F

(S18,8]) —=—"17%

Die Anzahl 45 der Basiselemente ist der Rang der freien Gruppe F.
Diese entspricht der Dimension eines Vektorraums. Dazu zeigen wir,
dass diese Zahl unabhingig von der willkiirlichen Wahl einer Basis ist.
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Satz L3v: Rang einer freien Gruppe

Fiir je zwei Mengen S und 7 gilt:
F(S)= F(T)inGrp <= S=TinSet

Beweis: ,<=": Dank UAE L3#u setzt sich jede Bijektion (f,g) : S =T
eindeutig fort zu einem Gruppenisomorphismus (f,g) : F/(S) = F(T).

,=": Nach L3n hat Hom(F(S), Z/2Z) genau 2/°! Elemente, und ebenso
hat Hom(F(T),Z/27Z) genau 2/7| Elemente. Jeder Gruppenisomorphismus
F(S) = F(T) induziert Hom(F'(S),7Z/27Z) = Hom(F(T),Z/27) also gilt
2151 = 271 Im endlichen Falle folgt daraus |S| = |T|.

Allgemein: Wir vergleichen A := F(S),, = Z'® und B := F(T),,, =~ Z'T).
Sei p € N eine Primzahl. Dann sind die Quotienten A/pA = (Z/p)'S) und
B/pB = (Z/p)'T) Vektorriume iiber F, = Z/p der Dimension |S| bzw. |T'.
Aus F(S) = F(T) in Grp folgt A = B in Ab, und somit A/pA = B/pB in
Ab und in Vecy , schliefilich S =~ T'in Set dank Linearer Algebra.  |QED
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Aufgabe: Nutzen Sie die beiden Prasentationen der Diedergruppe D,
aus Satz L3m und berechnen Sie damit die Abelschmachung fiir n > 2.
Losung: Wir abelianisieren die Prasentation und vereinfachen!

(1) Die erste Prasentation, mit benachbarten Spiegelungen s, ¢t ergibt:

(s,
(Dn)ab2<s,t\32: ,t :1, (st) =1, st =ts)
~ (s, t|s2=1,t>=1, s"t" =1, st =ts)
(a) n ungerade: =~ (s,t|s*?=1,t2=1, st=1, st =ts)
~ (s, t]s?=1,t=s1)=(s]|s>=1)=7Z/2
{

(b) n gerade: ~ (s, t]s?=1,t>=1, st =ts) 27Z/2 X 7/2

Im letzten Vereinfachungsschritt miissen wir zwei Falle unterscheiden,
je nachdem, ob der Parameter n gerade oder ungerade ist. Die abelsch
gemachte Gruppe ist in beiden Fallen tatsdchlich verschieden!
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(2) Die zweite Prasentation, mit Rotation r und Spiegelung s, ergibt:

D, = {(rs|r=1,s*=2 srs=r"1)

(Do) = B

= (

{ , TS = 8T)
~ (r,s|r"=1,8"=1,1"=1, rs = sr)

{

{

{

r,s|r"=1,8°=2 srs=r

(a) n ungerade: = (r.s|r=1, s>=1, rs=sr)

rslr=1s=1)=(s|s*=1)=7/2

(b) n gerade: ~ (r,s|r?=1,82=1,rs=sr)>27/2x 7/2

© Beide Prasentationen sind deutlich verschieden, doch beide liefern
dieselbe Abelschmachung. Das ist kein Zufall, sondern eine Konsequenz
von Satz L3Q: Die Abelschachung der Prasentation (h, k) : (S| R) = G
prasentiert die Abelschmachung vermoge (h', k") : (S|R") = G, und
G,;, = G/G’ hangt nur von der Gruppe ab, nicht von der Prasentation.

© Anders gesagt: Wir rechnen in verschiedenen Koordinaten,
doch das Ergebnis ist gliicklicherweise koordinatenunabhéngig!
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\

/

Diese Rechnung hat eine schone geometrische Interpretation.

(a) Im ungeraden Fall sind alle Spiegelungen s, s, ..., s,,_1
in D, < Isom(R?, P, ) konjugiert und werden daher durch
die Abelschmachung o : D, - {£1} : s, — —1 identifiziert.

(b) Im geraden Fall hingegen gibt es zwei Arten von Spiegelungen:
solche, deren Achse durch zwei gegeniiberliegende Ecken von P, geht,
und solche, deren Achse durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender
Kanten von P, geht. Erstere sind untereinander konjugiert, auch
Zweitere sind untereinander konjugiert, aber nicht Erstere mit Zweiteren.
Die Abelschmachung o : D, — {+1}? schickt sie auf (—1,1) und (1, —1).
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Bemerkung: Wir betrachten speziell die Operation der Diedergruppe D,,
auf den Eckpunkten des regularen Vielecks P, und fassen so D,, < S, als
eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe auf.

S, __sien {+1} S, __sien {+1}
J Jn J Joo
D, ——» {1} D, —— {£1}?

Ubung: Im Falle n = 4k + 1 kommutiert das linke Diagramm mit h = 1,
im Falle n = 4k 4+ 3 mit h = id. In den Fillen n = 4k und n = 4k + 2
kommutiert das rechte Diagramm jeweils mit geeigneter Projektion.

© Dieses einfache Beispiel zeigt eindriicklich: Die Abelschmachungen
von Gruppe und Untergruppe konnen recht verschieden ausfallen!




. . L361
Tietze-Transformationen Erlauterung

Jede Gruppe G erlaubt unendlich viele Prasentationen (S| R) =~ G.
Zum Beispiel dndern die folgenden Tietze-Transformationen
die Prasentation (5, R), nicht aber die prasentierte Gruppe G:

(T1) Einfiigen oder Loschen redundanter Relationen:

(S,R) <+ (S,RUR) mit R’ C (RF9)),

(T2) Einfiigen oder Loschen redundanter Erzeuger:

(S,R) < (SUS,RUR ) mit R = {s'w(s')'|s" €S },w:S5 — F(S).

© Besonders interessant sind endliche Prisentationen. In diesem Falle
erhalten wir (T1,2) durch wiederholtes einfaches Einfiigen oder Loschen.
(Unendliche Prasentationen behandeln wir genauso ohne Mehraufwand.)

Beispiel: Wir haben oben (D,,),;, berechnet durch Abelschmachung einer
Prasentationen. Dabei haben wir die Tietze—Transformationen schon
intuitiv richtig angewendet. Dies prazisieren wir nun formal.

Aufgabe: Vergleichen Sie die beiden Priasentationen der Diedergruppe
aus Satz L3m: Wie konnen Sie diese ineinander transformieren?
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Losung: Wir vergleichen die beiden Prasentationen aus L3m:
h:sgl=>s, s1=1s

<30331‘_> < > <Ta8>
k:sgs, 8180+

T

G = <80,81 | 5%73%7 (5150)n> $

Vi
A)Y

:‘/
2L
A))

(r,s|s% r" srsr) = H

Diese Isomorphismen iibersetzen wir nun in Tietze-Transformationen:

S0y 51 ‘8375%7(5180)71
805 81,75 S | s%, 52, (5180)", 7 = 818,85 = 5

{ )
(s )
(80,81,7, 8| 88,57, (5180)™, T = 8180, 8 = S, 82,77, 8TST, 8 = 8,8, =T8§)
(s )
{ )

S0, 81,75 S | 32,7“”,37"37“,3023,31:7“3

r,s| s2, 1", srsr

112
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Satz L3s: Tietze 1908

(1) Zwei (endliche) Prasentationen (S, R) und (S’, R’) stellen genau
dann isomorphe Gruppen (S| R) = (5" | R") dar, wenn sie sich durch
(endliche) Tietze-Transformationen ineinander iiberfithren lassen.

(2) Genauer gilt: Jeder Gruppenisomorphismus (h, k) : (S| R) = (S’ |R’)
lasst sich durch Tietze-Transformationen erzeugen.

y

h h
F(S) P F(SUS) F(S) | » F(S)
k k
quoti . $quot quoti . \ iquot
(S|R) =" (SUS"|RUR") (S|R) =" (5'|R)
k k

Beweis: (1) ,<“ Fur (T1) gilt ((RU R')¥) = (RF), also (S| R) = (S| R’).
Fiir (T2) gilt: Die Inklusion A : S < S LU S’ induziert h. Die Retraktion
k:F(SUS") — F(S)mitst» sfirse Sund s = w(s’) furs” € §’
induziert k. Es gilt ko h = id r(s) und demnach ebenso koh= id gR)-
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Umgekehrt gilt hok: s' = w(s’) = s’ mod R’, also ho k = id  susrUR’)-
So induziert die Tietze-Transformation (S, R) <> (SUS", RU R’)

den Tietze-Isomorphismus (h, k) : (S|R) = (SUS'|RUR").

Die Umkehrung ,,=" folgt aus der stirkeren Aussage (2).

(2) Seien h: (S|R) > (S’ |R'Yund k: (S"|R’) ~ (S| R) zueinander
inverse Gruppenisomorphismen. Wir heben diese hoch zu

h:F(S)— F(S)und k: F(S") — F(S) auf den freien Gruppen.

Wir kénnen S N S” = () annehmen. Wir betrachten dann die disjunkte
Vereinigung S* := S U S’  und R* := RU R’ U R, U R, mit

R, :={sh(s)t|seStund R, :={s"k(s')"'|s" €S}

Dank (T2) und (T1) erhalten wir die Isomorphismen
e:(S|R) =2 (S*|RUR,) =(S*|RUR,UR URy)
Y:(S"|R)=>(S*|RUR,)=(S"|RUR,URUR,)

(5| R*),
(5| R%).

Fiir diese gilt h = ¢ o pund k = ! 0 ¢, wie gewiinscht. QED
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2

— 7; e I id —
1 >e 1 ' 11 1
2H -2 |2 2
3+><:><»3 |3 3
(4]  [a 4
. T S ;T .
14 ST AT [
2+><::-2 - 2+:><:»2
3h -3 | 3¢ -3
PR TZTJTl . — . 7']’7'2’7"7 .
11 >o >e = 11 >e >o 1
2 -2 |2 -2
L&) &3 & (&)
Die fundamentalen Transpositionen und ihre Relationen Exliuterang

Ubung: Schreiben Sie diese Graphiken fiir 7, = (i,i + 1) € S,, aus als
Zykel und rechnen Sie so nach, dass diese Relationen allgemein gelten.

© Die Relation 77 = id besagt lediglich, dass 7; die Ordnung 2 hat.
Dies gilt fiir jede beliebige Transposition, insbesondere auch hier.

© Die zweite Relation kennen Sie bereits im allgemeineren Kontext:
Je zwei disjunkte Permutationen kommutieren, also auch hier.

© Die dritte Relation 7;7;7; = 7;7;7; fiir |i — j| = 1 ist Artins beriihmte

Zopfrelation; sie tritt hier natiirlich fiir benachbarte Transpositionen auf.

Diese Relationen respektieren die Paritit ¢ : S, — Z,, denn modulo 2 ist
die Anzahl der Kreuzungen / Transpositionen auf beiden Seiten gleich!
Das zeigt graphisch-anschaulich den Ursprung dieser Invariante.

Ubung: Sei h : (S,,,0,idy) — (A, -, 1) ein Homomorphismus in eine
abelsche Gruppe und a = h(7;) € A das Bild von ;. Dann gilt a® = 1
und k(o) = a®\ fiir alle 0 € S, , dank der fundamentalen Relationen.




Prasentation durch Erzeuger und Relationen 7

Jede fundamentale Transposition 7, = (i,7+ 1) € S, mit 1 <i <n
vertauscht zwei Nachbarn. Dabei gelten die fundamentalen Relationen

2 L o . . . . . . . A

Satz L3w: Coxeter—Préasentation der symmetrischen Gruppe

Fiir die symmetrische Gruppe S,, erhalten wir die Prasentation

t?2 =1 fiir alle

n n

dank des Gruppenisomorphismus h : P, =~ S, mit ¢, > 7, fiir 1 <i < n.

v

Prasentation beinhaltet zwei Aussagen. (1) Erzeugung: Jede Permutation
o € S, ist ein Produkt der Fundamentaltranspositionen 74, ..., 7, _; € S,..

(2) Aquivalenz: Die Relationen kliren jede Mehrdeutigkeit. Genau dann
ergeben zwei solche Produkte dieselbe Permutation o € S,, wenn sie
durch eine Folge der Fundamentalrelationen ineinander iibergehen.
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Anschauung: Ein Wort in den elementaren Transpositionen 74, ..., 7,1,

das sie hier graphisch ablesen, beschreibt den Verlauf des Kartrennens.
Der Rennverlauf legt das Endergebnis o € S, eindeutig fest.

Umgekehrt legt das Ergbnis o den Rennverlauf nicht eindeutig fest,
und den Unterschied sehen Sie hier: Er entsteht genau durch die hier
gezeigten Relationen; diese fithren vom einen zum anderen Verlauf.

Sie sehen also: In unserem anschaulichen Beispiel des Kartrennens steckt
viel elementare, doch wunderschone Mathematik: hier die Theorie der
symmetrischen Gruppe und der elementaren Transpositionen.

© Das ist schon und nutzlich, damit konnen Sie wunderbar rechnen.
In Zukunft sehen Sie Rennen nie mehr mit denselben Augen,
sondern konnen den mathematischen Kern durchschauen.

Dieser Satz lasst sich graphisch veranschaulichen und so auch beweisen!
Ganz analog formuliert und beweist man Artins Prasentation der
Zopfgruppe in der Knotentheorie / Geometrischen Topologie.
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Beweis: (0) Zu n € N betrachten wir die symmetrische Gruppe

S, ={0c:N=> N|Supp(a) C{1,..,n}},
Thre Vereinigung  J,,cn S,, = Sy = {0 : N2 N[fsupp(0o) < oo}
ist die Gruppe aller Permutationen ¢ : N ~ N mit endlichem Tréager.

(1) Wir betrachten die Fundamentaltransposition 7; = (i,7 4+ 1) und

CZ,] = TZOTZ+1O"‘OTJ_1 — (’L,Z‘I‘l,,]) mitl SZS]STL.

Induktion iiber n: Jede Permutation o € S, schreibt sich eindeutig als
0=C( pooC 90  mitl < <kfiralle k.

(2) Die Gruppe S,, wird erzeugt von 74, ..., 7, ;. (3) Zudem folgt £S, = n!.
Die Erzeugung (2) folgt bereits aus der Existenz der Faktorisierung (1).
Die Abzihlung (3) folgt aus der Bijektion o '= (i,,, ..., i3, 5,4, ), also aus
der Existenz und der Eindeutigkeit der Faktorisirung (1).
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(4) Der Gruppenhomomorphismus i : P, — S, mitt, > 7, fir 1 <i:<n
existiert, denn die Fundamentalrelationen von P, geltenin S,,.

(5) Zudem ist h surjektiv, denn S, wird erzeugt von 7, ..., 7,,_;.
Wir haben also h : P, — S, . Knifflig ist allein die Injektivitit von h:
Erzeugen die Fundamentalrelationen bereits alle Relationen in S,,?

Oder missen wir weitere, noch unerkannte Relationen befiirchten?

(6) In P, definieren wir analog zu (1) das Produkt

Induktion iiber n: Jedes Element = € P, schreibt sich als

LB:Zi

020 2 mitl <4 <k furalle k.

n?

Diese Umformung gelingt allein dank der Fundamentalrelationen; dies
erfordert geeignete Fallunterscheidungen und wird hier nicht ausgefiihrt.
Schrittweise Umformung ist eine gute Ubung: linglich, aber lehrreich.

(7) Aus (6) folgt 4P, < n!. Demnach ist h: P, — S, bijektiv! QED
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© Wir Menschen sind Augenwesen. Die graphische Darstellung von
Permutationen nutzen wir bisher nur zur bequemen Veranschaulichung.

© Im Folgenden wollen wir diese Darstellung zu einem eleganten
Beweisverfahren ausbauen. Dazu miissen wir genauer erklaren,
wie unsere graphische Darstellung genau funktioniert.
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Abelschmachung der symmetrischen Gruppe 7

Aufgabe: Nutzen Sie die Coxeter—Prasentation der symmetrischen
Gruppe S,, und berechnen Sie damit die Abelschmachung fiir n > 2.

t?2 =1 fir alle i

112

T, <1t

Losung: Wir abelianisieren die Prasentation und vereinfachen:

(Sp)ap =2 Phi=( by, by | tit;=t;t; firallei,;

t?2 =1 fiir alle
— <t1,...,tn_1

© Die Abelschmachung der Gruppe S, ist die Signatur, siehe Satz L3o.
Prasentation und Abelschmachung bieten einen unabhangigen Zugang.

t,=t.
t2:13> ~ (t|t?) =~ Z/27
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© Diese Rechnung ist erfreulich einfach und wunderbar effizient.
Dasselbe gelingt allgemein fiir jede endlich prasentierte Gruppe

G 22 (S, 0y Sy | Ty ey Ty )

Ihre Abelschmachung kénnen wir prasentieren durch Abelschmachung
der Prasentation (L3Q), durch Hinzufiigen aller Kommutatorrelationen

[s;,5;] = 1 zwischen den Erzeugern sy, ..., s,

Gab = (815058 [ T15 e Ty 838587 s, Tir alle i, j)

/\ Ob die Gruppe (S| R) abelsch ist, lasst sich aus der Priasentation
(S, R) meist nicht ablesen (L-6). Fiir eine abelsche Prasentation fordern
wir explizit [S, S] C R. als Teilmenge der gegebenen Relationen.

© Fiir abelsche Prasentationen werden das Wortproblem und das
Isomorphieproblem geldst durch die Klassifikation endlich erzeugter
abelscher Gruppen, also vom Gauf3—Euklid-Algorithmus iiber Z.




Abelsche Prasentationen und Invarianten

L375
Erlauterung

© Bequem nutzbar, effizient implementiert und griindlich getestet finden
Sie dies zum Beispiel in GAP, https://docs.gap- system.org/doc/ref/chap47.

Zur Illustration mache ich zwei einfache Stichproben mit GAP:

1| gap> F FreeGroup( "s", "t" );;

2| gap> s F.1;; t := F.2;;

slgap> G := F [ [ s”2, t*2, (s*t)”5 ];;
4 [ S

.

| gap> 1ze(G), AbelianInvariants(G), StructureDescription(G) ];
[ 16, [ 2 ], "D10" ]

7| gap> F := FreeGroup( "r", "s" );;

glgap>r := F.1;;, s := F.2;;

olgap> G := F [ [ r”6, s?2, s*r*s*r ];;

0| gap> [ Size(G), AbelianInvariants(G), StructureDescription(G) ];
[ 12, [ 2, 2 ], "D12" ]

© GAP erkennt Gruppen: dihedral, symmetrisch, alternierend, uvm.
Sie sehen hier alternative Namenskonventionen fiir Diedergruppen:
Der Index beschreibt entweder die Eckenzahl oder die Elementezahl.

Abelsche Prasentationen und Invarianten
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© Zur Sicherheit teste ich ebenso unsere Prasentation von S, und S;:

gap> F := FreeGroup( "t1", "t2", "t3" );;
2| gap> t1 := F.1;; t2 := F.2;; t3 := F.3;;

s gap> [ Size(G), AbelianInvariants(G), StructureDescription(G) ];
[ 24, [ 2], "S4" ]

71 gap> F := FreeGroup( "t1", "t2", "t3", "t4" );;
gl gap> t1 := F.1;; t2 := F.2;; t3 := F.3;; t4 := F.4;,

A2, (t2*t3)73, (t2*t4)~2, (t3*t4)”3 1;;
0| gap> [ Size(G), AbelianInvariants(G), StructureDescription(G) ];
[ 120, [ 2 ], "S5" ]

1
2
slgap> G := F [/ [ t172, t272, t372, (t1*t2)7~3, (t1*t3)72, (t2*t3)”3 1;;
4
5

olgap> G := F [ [ t172, t272, t372, t472, (t1*t2)"3, (t1*t3)"2, (t1*t4)

Diese Abzahlung zeigt erneut, dass unsere Relationen vollstindig sind:
Der Gruppenhomomorphismus h: P, — S_ : t, > 7; ist wohldefiniert,
da die Relationen in S, gelten, und surjektiv,da S, = (1y, 75, ..., 7,,_1)-
Mit 4P, < §5,, < oo folgt, dass h bijektiv ist, also ein Isomorphismus.
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Vereinfachung zur polygonalen Fundamentalgruppe o

Wir nutzen Polygonziige und polygonale Homotopie siehe J1A/L4A.

Malen nach Zahlen!
Vo -
PR // —_——_ =
- \\\ Vi—1 ///
S _ - Uk+1 _ - Un
- - -

Sei V = R% oder allgemeiner ein Vektorraum V, normiert oder
lokal-konvex. Zu jedem Raum X C V] etwa offen oder ein Polyeder,
definieren wir das polygonale Fundamentalgruppoid als Quotient

_ {Polygonziige w = vyv, ...v,, in X'}
~ polygonale Homotopie ~ in X

IP/(X) = PP(X)/.
mit der Verkniipfung [w] - [w’] = [w * w]| durch Aneinanderhdngen
von Polygonziigen. Fiir jeden Punkt 2, € X C V definieren wir so
die polygonale Fundamentalgruppe:

TP (X, 2g) = TP (X, g, 229) = { geschlossene Polygon.zuge.m (X, 3y)}
polygonale Homotopie ~ in (X, z)

Vereinfachung zur polygonalen Fundamentalgruppe o

Satz L4B: polygonale Fundamentalgruppe

Sei X offen in R? oder allgemein in einem Vektorraum V, normiert oder
lokal-konvex. Dann haben wir den Gruppoidisomorphismus

@« IPY(X) 2= II(X) : [w], > [Jw]].

Fiir jeden Fuflpunkt z, € X induziert dies den Gruppenisomorphismus

¢+ TPH(X, o) 2 my (X, @) + [w] = [l

Beweis: Triangulierung (I3T) und simpliziale Approximation (I4j). |QED

© Wir haben also zwei dquivalente Sichtweisen:

 {Schleifen in (X, z,) }
~ Homotopie in (X, z,)

aY}

7T1<X7$0) :

{polygonale Schleifen in (X, z,) }

pl X =
(X, ) polygonale Homotopie in (X, z)
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Warum nicht gleich so? Exliuterung

Die Fundamentalgruppe 7, (X, x,) ist fiir jeden topologischen Raum

(X, z,) definiert (L2A), denn sie beruht allein auf stetigen Abbildungen,
namlich Wegen [0, 1] — X modulo Homotopien [0, 1]*> — X. Dies macht
sie zu einem universellen Werkzeug 7 : hTop, — Grp, siehe L2D und L2G.

Bislang konnten wir jedoch nur sehr einfache Beispiele konkret
ausrechnen, etwa sternférmige oder zusammenziehbare Raume (L2s)
oder Spharen S™ (L2v). Das erste nicht-triviale Beispiel ist die Umlaufzahl
deg : (S, 1) = Z. Wir wollen diese Beispiele und noch viel mehr!

Wenn X ein ,schoner” Raum ist, etwa eine offene Menge X C R"™ oder
eine Mannigfaltigkeit, ein Simplizialkomplex oder ein Zellkomplex,
dann nutzen wir die zusétzliche Struktur gerne und betrachten geschickt
nur noch schone Wege und schone Homotopien betrachten.

Fir X C Voffen haben wir zudem das polygonale Fundamentalgruppoid
ITP!(X) und hiermit 78!(X) und «P!(X, z,). Diese sind isomorph zur
topologischen Variante, bieten aber zwei splirbare, wichtige Vorteile:
Sie sind anschaulicher und erlauben explizite Berechnungen.
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Warum nicht gleich so? Erliuterung

/\ Stetige Abbildungen [0, 1] — X sind ungeheuer allgemein und kénnen
zum Beispiel raumtfiillend sein, siehe C6H. Naiv-intuitiv jedoch stellen
wir uns Wege eher polygonal oder stiickweise glatt vor. Satz L4B
rechtfertigt diese intuitive Vorstellung: Dank Kompaktheit von [0, 1]”
und Offenheit von X C Vkonnen wir lokal die lineare Struktur nutzen.

(2 Warum haben wir die Fundamentalgruppe 7, (X, z,) nicht gleich
polygonal definiert? Erstens lasst sich nicht jeder Raum als offene Menge
X C Veinbetten. Zweitens werden stetige Abbildungen f: X — Yunsere
Polygonziige meist nicht in Polygonziige abbilden. Um das zu erreichen,
missten wir unsere Rdume und Abbildungen drakonisch einschranken,
und damit auch die Anwendbarkeit unseres Werkzeugs.

© Wir trennen daher wie tiblich die allgemeine Definition und die
konkrete Berechnung: Da wir den Funktor 7, : Top, — Grp fiir alle
topologischen Raume und alle stetigen Abbildungen nutzen wollen, legen
wir Definition L2A zugrunde. Fiir konkrete Berechnungen nutzen wir
dankend jede zweckdienliche Zusatzinformation, hier Satz L4s.




Fundamentalgruppe der n—fach gelochten Ebene
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Satz L4p: Fundamentalgruppe der n—fach gelochten Ebene
Die Fundamentalgruppe der n—fach gelochten Ebene

X=C\{0,-1,-2,...,1—n}

ist frei vom Rang n. Genauer haben wir (¢, ¢) : 7 (X, 1) = F,, mit
Qp : 7T1(X, ].) &5 F,n = <81, cos
p: F, > 71 (X,1): s, b [[ogvivgvp|] mitvyg = lund vy =12 —k+1i.

yamys

,S,, | —) wie in obiger Abbildung und

~

Fur n = 1 erhalten wir
die vertraute Umlaufzahl
deg : m(C*, 1) > Z

v

Fundamentalgruppe der

gelochten Ebene

L406
Erlduterung

Wir organisieren die Konstruktion entlang der beidseitigen Quotienten:

PPY(X,1,1)

Polygonziige in (X, 1)
polygonale Homotopie

~
N

(X, 1)

n
= > + + —.
< ~ ’ [817...73n|_:|—-En
w
Worter iiber si, ..., st
Kiirzungsrelationen
Y NA
(&) 4 * —_—
) = (S1yeey Sy | —) i =F,
©

Aufgabe: (a) Die Homomorphismen v und ¢ sind wohldefiniert.
Fiir ¢ folgt dies aus der Invarianz unter elementaren Homotopien.

(b) Die Konstruktion garantiert ¢ o ¢ = id, , also ist ¢ surjektiv.

(c) Zur Injektivitat von 1) zeigen wir Ker = {1}. Sei w = vyv; ... v, ein
Polygonzug in (X, 1) mit ¢([w]) = 1. Wir konstruieren eine Homotopie
w ~ vy durch Induktion tiber die Anzahl N der Achsiiberginge, parallel
zur Kiirzung des Wortes 7(w) im freien Monoid [s5, ..., st | —].




Fundamentalgruppe der gelochten Ebene
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Fundamentalgruppe der gelochten Ebene

L408

n(w) = 5155555
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Das Gemalde des Topologen L409

Kommutator!

Aufgabe: In einer Wand stecken n > 1 Nagel. Kénnen Sie hieran ein Bild
an einer Schnur authidngen, sodass das Bild halt, aber beim Ziehen eines
beliebigen Nagels fallt? Fiir n = 1 ist das trivial. Fir n = 2 hilft uns der
Kommutator. fiir n > 3 iterieren wir Kommutatoren. Kénnen Sie noch
Schnur sparen und die Lange quadratisch in n beschranken?

L410

Mutig durch Wande gehen!

© Diese Technik lasst sich weitreichend verallgemeinern, das kostet
kaum Mehraufwand, und die Anwendungen sind spektakular!
Ein Trick, der zweimal funktioniert, ist eine Methode.

/ A‘ / A'
Aufgabe: Sei # das 1-Skelett des Wiirfels W = [—1, 1]°. Prasentieren Sie
7 (X, xy) fur das Komplement X = R3 \ |#]| mit Fulpunkt z, = (2,0,0).

Losung: Wir wahlen fiinf der sechs Facetten, koorientieren jede davon
(z.B. aus W heraus) und erhalten (¢, ) : 7 (X, zy) = (s1,..., 85 | —) wie
im vorigen Satz und Beweis. Diese einfache doch wirkungsvolle Technik
wollen wir nun ausformulieren, moglichst prazise und gebrauchsfertig!
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Wir zahlen Wanddurchgange.

In R" seien & > & Polytopalkomplexe, lokal-endlich, mit Z\ X C &_,,.
Wir nennen P € ¥, | \ % eine Wand. Senkrecht auf Pstehen +u € S"~1.
Jedes Paar s* = (P, +u) ist eine koorientierte Wand. Wir definieren

S:=%, ,\F und S*:={(P,u)|PeS,ueS" PLlu}
Wir definieren das freie Monoid £ = [ S* | —] und die freie Gruppe
F=(8—):=[5%sts =1:5€5].

Fiir jede Kante [v,, v;] C X zdhlen wir den Wanddurchgang durch

(00, = 1 falls [vy,v;] N |Z| =0,
T (Pow) falls [ug, 0,] 0 P # 0 und (u, v, — ) > 0.

Jedem Polygonzug w = v,v; ... v, in C* ordnen wir das Produkt zu,

n(w) := n(vgvy) - n(ve_yv,) € E

Jede Kante schneide hochstens eine Wand, und dies transvers.

Die freie Wirtinger—Prasentation L1z

Satz L4p: Wirtinger—Prasentation, zunachst frei

In R” seien & > & Polytopalkomplexe und lokal-endlich.
Die Differenz S := Z\ # C &,,_; bestehe nur aus Winden.
Das Komplement Y = R” \ || sei einfach zusammenhangend.

Dann ist die Fundamentalgruppe von X = R” \ |¥] frei, explizit gilt

(¥, )+ m(X,20) = (S) =[5 [s7s” =1:5€5].

© Der Beweis ist derselbe wie von Satz L4D zur gelochten Ebene.

Beweis: (a) Die Abbildung v : 7P}(X, z4) — () mit ¢ ([w]) = [n(w)] ist
wohldefiniert, da invariant unter elementaren Homotopien von w.

(b) Umgekehrt konstruieren wir ¢([s*]) = [wf] mit Wanddurchgang
n(wy) = s*. Demnach ist ¢ surjektiv, denn wir haben ¢ o p = id, .

(c) Zur Injektivitat von v zeigen wir Ker ¢ = {1}. Sei w = vyv; ... v, ein
Polygonzug in (X, ;) mit ¢([w]) = 1. Wir konstruieren eine Homotopie
w ~ x, parallel zur Kiirzung des Wortes n(w) im Monoid [ S* | —]. |QED




Die freie Wirtinger—Prasentation
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Erlauterung

Aufgabe: Prasentieren Sie 7, (R" \ Z", %) fiir n > 2, mdglichst explizit.

e ® ® ® ® ® ® ® ® ® o
e ® ° { ] ® L ® ® ° ® o
e ® ® ® ® ® ® ® L ® o
e ® ® ® ® ® ® ® ® ® o
e ® ° { ] ® L ® ® ° ® o

Losung: Wir ordnem jedem Punkt z € Z™ C R" eine Kante s, zu,
wie oben s, = [z, — e;] fir z; <O0und s, = [z,x + ] fiir z; > 0.

Wir erhalten so die SKomplexe & > H mit # = {0} U {{z} |z € Z™}
und & = K U {s, |z € Z" }. Das Komplement Y = R" \ || ist zsziehbar,
sogar affin vermoge {(1/2,0)} & {12} x R"~! & R". Fiir das Komplement
X = R"\ |#] finden wir dank L4D 7 (X, %) = (s, | 2z € Z?) fir n = 2;

fir n > 3 folgt 7, (X, x) = {1}, da keine Wénde vorliegen.

Die freie Wirtinger—Préasentation

L414
Erlauterung

Die Wahl von & > & lasst viel Raum fir kreative Ideen.
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Die freie Wirtinger—Prasentation Erlauterung

Korollar L4E: gelochte euklidische Raume
(1) Sei A C C diskret und abgeschlossen. Fiir das Komplement X = C \ A
und z, € X ist die Fundamentalgruppe 7, (X, x,) frei iiber |A| Erzeugern.

(2) Fir n > 3 und A C R" diskret und abgeschlossen ist das Komplement
X = R™\ A einfach zusammenhéngend.

y

Beweis: (1) Die Menge A = {ay, aq, a,, ... } ist abzahlbar dank Dé6j.

Dank Homogenitiat K1z konstruieren wir einen Homéomorphismus
h:C= Cmitzy+— lunda, — —k fiir k =0,1,2,.... Dank L2k geniigt
es also, den Spezialfall A C —N zu betrachten. Wie im vorigen Satz L4D
konstruieren wir dann wunderbar explizit einen Gruppenisomorphismus

i m (CNA L) > (51,89, 83,... [ —).
(2) Wie in (1) konstruieren wir i : R” = R™ mit h(A4) C (—N) x R*1,
Wie in der vorigen Aufgabe folgt 7, (X) = {X} und 7, (X, e;) = {1}.|QED

. . . . o . L416
Die freie Wirtinger—Préasentation Erlauterung




Wirtinger—Prasentation

L417

Eine Wand ist ein Polytop P € &, _; \ ¥ =: S, der Kodimension 1, und
definiert zwei koorientierte Winde s* = (P, 4-u) mit u € P+ NS,

Bei elementaren Homotopien finden wir folgende Situationen:

84.

U
U, 1+1 Np
v ° 1 ‘\j) °

s
%
st % /

Viiq
" Vi1 °

Ein Grat ist ein Polytop Q € &, _, \ ¥, der Kodimension 2. Hierzu seien

ST,83,...,55 € Sdie Wande, die ) enthalten, zyklisch angeordnet und

koorientiert in einer Ebene orthogonal zu (). Dies definiert die Relation

rg 81528, = 1. So erhalten wir alle benétigten Relationen:

R:={(sts",1)|seS}U{rg|QeZ, s \*}

Wirtinger—Prasentation

L418

R" 51

:S)i%/\
Erzeuger s, S5, 5, S5, 5, und ‘ 's“j/
Relationen s, = 5., 5, = 55, 5585 = 538,

Satz L4m: Wirtinger—Prasentation

In R" seien & > ¥ lokal-endliche Polytopalkomplexe mit Z\ ¥ C &_,,

Das Komplement Y = R” \ |Z| sei einfach zusammenhangend.

Dies prasentiert die Fundamentalgruppe von X = R" \ |#| durch

(¢, ) : 1 (X, z9) = [ S* : Wande | R : Grate |

Merkregel: Die Wéande P € &,,_; \ X liefern die Erzeuger S=, und die
Grate Q € &, , \ X liefern die Relatoren R C (S*)* wie oben erkart.

v
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Bewegungsspielraum und Transversalitat Erliuterung

Beweis: (a) In R” sind |Z| und |¥| abgeschlossen, also Y'und X offen.
Um jeden Polygonzug P = v,v; ... v,_;v, haben wir Spielraum: Dank
Kompaktheit von | P| haben wir ¢ := dist(| P|, |¥]) > 0. Wenn wir jeden
Eckpunkt v, verschieben zu v; € B(v;,¢), so verlauft P’ = vyv] ... v;_;v,
immer noch in X, und beide sind dquivalent, d.h. es gilt P ~ P’ in X.

(b) Dasselbe gilt fiir jede Folge von A-Ziigen Py — P, — ... —» Pp:
Auch hier gibt es einen Abstand § € R, sodass wir innere Eckpunkte
um § verschieben diirfen, und dabei die Umformung in X erhalten bleibt.

Daher diirfen wir im Folgenden vereinfachend annehmen:
(c) Jede Kante schneidet hochstens eine Wand, und dies transvers.
(d) Jeder A-Zug schneidet hochstens einen Grad, und dies transvers.

Zwei Polytope Pund @ in R” sind transvers, wenn sie disjunkt sind oder
sich in genau einem Punkt a € Int P N Int ) schneiden und zwar (affin-)
linear unabhingig gemaB R" =T, P T,Q: Basenvon T, P = (P —a)y
und 7, QQ = (Q — a)p fiigen sich zu einer Basis von R".
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Wirtinger—Prasentation Erliuterung

(e) Die Abbildung 1 : 7P'(X, 2y) — [S* | R] mit o ([w]) = [n(w)] ist
wohldefiniert: Aus Homotopie w ~ w’ wird Kongruenz n(w) = n(w’).
(f) Umgekehrt konstruieren wir ¢([s*]) = [wE] mit Wanddurchgang
n(w¥) = s*: Jede Relation in R tibersetzt sich in eine Homotopie.

(2) Demnach ist ¢ surjektiv, denn nach Konstruktion gilt ¢o ¢ = idp, .

(h) Wir betrachten schlie3lich ¢ o ¢ : w = n(w) = w’. Die Polygonziige w
und w’ durchstoflen dieselben Wande. Jede Wand ist zshgd, daher konnen
wir die Durchstoflungen angleichen. Das Komplement Y'ist einfach zshgd,
das zeigt w ~ w’. Das bedeutet p o ¢ : [w] = [w], also p o yp =id, . |QED

© Wir sehen hier dreimal denselben Beweis, der sich vor unseren Augen
in vollendeter Schonheit und erfreulicher Allgemeinheit entfaltet.

Zur Vorbereitung (a—d) nutzen wir unsere topologischen Werkzeuge
und bringen polygonale Wege und Homotopien in allgemeine Lage.

In (e-h) ibersetzen wir die topologischen Daten in algebraische Daten
und verlustfrei zuriick: Wir erhalten einen Gruppenisomorphismus!
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Ausfiihrung zur Wirtinger—Prasentation Exliuterung

Wir organisieren die Konstruktion entlang der beidseitigen Quotienten:

I RARS
)
|
I
&

Polygonziige in (X, =)
polygonale Homotopie

Worter uber S
Relationen R

Ppl(Xaxme) ¢

S

ﬂ-Il)l(Xa CC()) ¢

S

" [S|R] =G

AN
Vi

-
-

AN IRSS

Aufgabe: Fiithren Sie diese Konstruktion detailliert aus:

Die Homomorphismen (e) v und (f) ¢ sind wohldefiniert,

denn die im Start geforderten Relationen sind auch im Ziel erfillt.
Nach Konstruktion gilt (g) ¢ o ¢ = idg und (h) o =id, (x .. )-

Versuchen Sie es unbedingt selbst. Sie konnen hier viel lernen, denn viele
Isomorphien entstehen genau so! Ich fiihre dies fiir Sie vorbildlich aus.

. . . oo . L422
Ausfithrung zur Wirtinger—Prasentation Erlauterung

Beweis: () Wir haben den Monoidhomomorphismus (von Seite 1L.411)
n: PPYX,xg,m0) = [S]—].

Wir nehmen hierzu Transversalitit (c) fiir alle Polygonziige an.

Ebenso nutzen wir Transversalitit (d) fiir polygonale Homotopie:

Jede elementare Homotopie links in X wird rechts zu einer Relation in R.
Somit induziert ) = ¢ o  den Gruppenhomomorphismus

Y mH (X z) = G Y([w]) = [n(w)].

(f) Zur Wand s = (P, u) sei xp der Schwerpunkt und vf = zp+ecu €Y

mit € € R, sodass die Kante v, v nur die Wand P trifft. Zu jedema € Y

sei w(a) ein Polygonzug in Y von z, nach a. Speziell fiir a = x, wihlen

wir w(a) = x, konstant. So erhalten wir den Monoidhomomorphismus
w s [S]=] = PPU(X, 0, 0) 51 w, = w(vy) + vy vf +w(07).

S
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Ausfiihrung zur Wirtinger—Prasentation Erliuterung

Jede Relation aus R iibersetzt sich in eine simpliziale Homotopie in X:

(1) Aus sTs~ wird w(vy) x v;vl * W(v!) * wv!) * viv; *wW(vy) ~ x.
(2) Sei Q € &,,_, \ & ein Grat. Die zugehorige Relation 7, : 57 -5, = 1
wird zu w(vy, ) * vy vy *x W(VY ) x ek w(vy ) * vy vi *W(vY ) &z
Nach Kiirzung entspricht dies einem kompletten Umlauf um Q.

So erhalten wir die behauptete polygonale Homotopie in X.
Somit induziert w = p o w den Gruppenhomomorphismus

o [SIR] = m(X,z) : [s] = [wg].
(g) Wir zeigen 1 o ¢ = id. Unsere Konstruktion garantiert:

now:s — w, =w(y)xv;vl *xwvl) = s

Hier gilt wirklich Gleichheit (7o w)(s) = s, also now = id.
Das bedeutet ¢ o ¢ : [s] = [w,]| > [s], also ¥ o v = id.
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Ausfithrung zur Wirtinger—Prasentation Erlauterung

(h) Wir zeigen p o ¢ =id, (x ., )- Fir jeden Polygonzug w in (X, z,) gilt:

won W A WUy Uy Wy Vg Uy Wy Sy Sy

— w(sy) * spsT xW(sT) * - xw(sy) xspsp xw(s)) =~ w
Als Homotopie in X konnen wir jeden Wanddurchgang von w zur
Standardform v v; verschieben: Jede Wand ist konvex, also wegzshgd.
Die Polygonziige w, wy, ..., w, verlaufen im einfach zshgden Raum Y.
Demnach gilt wy ~ w(s7) und w; ~ W(s7)w(sy) und ... wy, ~ W(sy ).
Das liefert uns eine polygonale Homotopie (w o n)(w) ~ w in X.
Das bedeutet p o ¢ : [w] = [w], also potp =id; (x , -

Wie behauptet ist (¢, ¢) ein Gruppenisomorphismuspaar. QED

© Satz und Beweis sind idealtypisch fiir Isomorphie. Bitte gehen Sie
alles sorgsam durch, dann formulieren Sie es nocheinmal selbst.
Kaum macht man es richtig, schon funktioniert’s!




Anwendungsbeispiel: olympische Ringe 142

QR

Aufgabe: Berechnen Sie die Fundamentalgruppe 7, (R® \ K, x,)
des Komplements der oben gezeigten olympischen Ringe K C R3.

Not so fun fact: Das beriichtigte Olympiaschutzgesetz (OlympSchG) stellt
das olympische Emblem unter alleinige Verfiigungsgewalt des IOC/NOK.
Ist diese Vorlesung illegal? Gilt die Freiheit der Lehre? (GG Art.5.3.1)
Gefédhrde ich damit zukiinftige deutsche Olympiabewerbungen?

Anwendungsbeispiel: olympische Ringe 1426

§1T Sq 55T
/ 31I T fSQ ﬁ fs4 55I T /
/ L1 ) /
f§2 f§4

Losung: Wir stellen die Ringe polytopal dar durch & und fiillen & durch
Winde zu & wie skizziert, so dass R? \ |Z| einfach zusammenhingt.
Dank Wirtinger L4m kénnen wir bequem eine Prasentation ablesen:

Erzeuger: s;, s, furi=1,2,3,4,5.
Relationen: s; = 5, und §;s,,; = §;,s; fiiri =1,2,3,4.

Nach Vereinfachung erhalten wir die Prisentation 7, (R> \ |%], z,) =

<81782733734785 ‘ [31732] = [82,83] = [53734] = [54335] = 1>

Ubung: Ist diese Gruppe abelsch? Ist die Untergruppe (s, s3, s5 ) frei?
Existiert ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf (a, b, c|—)?
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Anwendungsbeispiel: Graph |#| C R? C R?

Aufgabe: Gegeben sei ein lokal-endlicher Graph |#] C R? C R?,
Wir kénnen zudem Kreuzungen erlauben, wie oben skizziert.
Prisentieren Sie die Fundamentalgruppe 7, (R3 \ |%], z).

Losung: Wir fillen durch Wiénde alles unterhalb von |%]:
%l ={(z,y,2) € R3|3(z,y,2) € |H|: 2 < £}

L428

Anwendungsbeispiel: Graph |#| C R? C R3

Damit ist R? \ |#| zusammenziehbar, somit einfach zusammenhangend
Dank Wirtinger L4Mm lesen wir Erzeuger und Relationen leicht ab:

Satz L4p: Wirtinger 1905

Jeden endlichen Graphen |¥*| C R? konnen wir (nach kleiner Drehung)
zu einem ebenen Diagramm projizieren; daran lesen wir bequem die
Wirtinger—Présentation (S, R) fiir 7, (R> \ |%#], ) ab: Jede Kante liefert
einen Erzeuger, jede Ecke und jede Kreuzung eine Relation (wie oben).




Anwendung: Lasst sich die Hopf-Verschlingung entwirren? e

H 0?2

Aufgabe: Existiert ein Homéomorphismus (f, g) : (R?, H) = (R?, 0%)?
Losung: Einschrankung von (f, g) ergibt einen Homéomorphismus der
beiden Komplemente, (f,¢’) : R* \ H =~ R3 \ O2. Funktorialitat liefert
einen Isomorphismus (7, (f"), 7,(¢g")) der Fundamentalgruppen (L2E),
also G = (R*\ H,*) = 1 (R3\ O?, %) =: F.

Die Gruppe G = (sq, 85 | [$1, S| ) ist abelsch, nicht jedoch F' = (s, s, | —).
An dieser topologischen Invariante zerbricht die anfangliche Vermutung
eines Homdomorphismus (R3, H) =~ (R3, O?). Insbesondere lisst sich die
Hopf-Verschlingung H in R® nicht entwirren zu O?.
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Anwendung: Lasst sich die Hopf-Verschlingung entwirren?  edsuterung

Die hier gezeigten Knoten und Verschlingungen im R? seien elastisch,
beliebig diinn und unbegrenzt dehnbar. Geometrische Argumente und
vertraute physikalische Hindernisse helfen uns hier nicht weiter.
Gliicklicherweise springt die Topologie ein, als ,Gummigeometrie".

Natiirlich vermuten Sie gleich, aufgrund Ihrer physikalischen Erfahrung,
dass sich die Hopf—Verschlingung H nicht entwirren lasst zur trivialen

Verschlingungen O2. Doch wenn Sie ehrlich sind, wie oft und wie lange
haben Sie es schon versucht? Ist das wirklich ein stichhaltiges Argument?

Es gibt uniiberschaubar viele Méglichkeiten, H im R? zu bewegen, zu
deformieren, zu verwurschteln, ... und vielleicht auch zu entwirren?
Allein die recht wacklige Erfahrung, dass es bisher nicht gelungen ist,
bedeutet noch lange nicht, dass es prinzipiell unmdglich wire.

Wir interpretieren hier ,entwirren” als stetige Deformation des Raumes.
Insbesondere erhalten wir als Endergebnis dieses Prozesses immer einen
Homoomorphismus (R3, Start) = (R3, Ziel). Die obige Berechnung der
Invariante m, zeigt, dass (R3, H) =~ (R?, O?) unmdglich ist.




Anwendung: Lasst sich die Hopf-Verschlingung entwirren? Erliuterang

Bemerkung: Auf die Frage ,Gilt (R3, H) = (R3, 0?)?“ antworten wir hier
,Nein, denn schon die Komplemente sind nicht homéomorph.’, genauer
,Nein, schon die Gruppen der Komplemente sind nicht isomorph.”

Beachten Sie, dass die Frage gar nicht von Fundamentalgruppen spricht!
So ist es immer in realistischen Anwendungen: Passende Werkzeuge

missen Sie selbst wihlen, finden, probieren, .... In bewusst vereinfachten
Ubungsaufgaben wird Thnen das Werkzeug gleich daneben gelegt; das ist
fiir den Anfang gut gemeint, doch langfristig hoffnungslos unrealistisch.
Lernen Sie Ihre Werkzeuge kennen und iiben Sie den kreativen Gebrauch.

Bemerkung: Beide Gruppen F und G sind unendlich, genauer abzdhlbar
unendlich. Als Invariante zur Unterscheidung (R3, H) % (R3, 0?) geniigt
demnach nicht allein die Anzahl der Gruppenelemente! Die relevante
Information ist also nicht nur die Zdhlung der Homotopieklassen von
Schleifen, sondern ihre Verkniipfung. Wir benétigen nicht nur die Menge
7, (X, xy), sondern wirklich die Gruppe (7, (X, ), -). Diese algebraische
Struktur codiert einen wesentlichen Teil des untersuchten Raumes!
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Anwendung: Lasst sich die Hopf-Verschlingung entwirren?  edauterung

Hauptdarstellerin in all diesen Anwendungen ist die Gruppe, also die
Menge 7, (X, x,) zusammen mit der spezifischen Gruppenstruktur -, sie
ist der springende Punkt! Deshalb heif3t es Algebraische Topologie: Wir
iibersetzen topologische Fragen in algebraische Fragen, die wir leichter
16sen konnen und dann zuriickiibersetzen.

Bemerkung: Fiir Aussagen wie ,G ist abelsch.” und ,, F'ist nicht abelsch.”
miissen wir in den hier prasentierten Gruppen [ S| R] tatsachlich mit
Elementen rechnen. Diese Elemente sind Wortklassen, also Worter tiber
den Erzeugern S modulo Relationen erzeugt von R.

Schon zu F' = (s, s, | —) stellt sich hier die Frage ,Gilt s;s, = s55,?", Wir
miissen also das Wortproblem in (S, R) 16sen. Das ist meist schwer, im
Allgemeinen sogar unldsbar. Freuen wir uns also an jedem Einzelfall, in
dem wir dieses Problem losen konnen. In der freien Gruppe gelingt dies
denkbar einfach durch Reduktion auf gekiirzte Worter. Alles wird gut.

Bemerkung: Leichter als Elemente x € [ S| R| sind Homomorphismen
[S| R] — Z.So losen wir das Problem im Folgenden noch effizienter.




Anwendung: Lassen sich die olympischen Ringe entwirren? L433

O O

Aufgabe: Existiert ein Homéomorphismus (f, g) ~ (R3,0°)?

Losung: Einschriankung von (f, g) ergibt (f/,¢') : ]R3 \ K = R3 \ O°.
Funktorialitit liefert G := m; (R* \ K, %) = 7, (R®> \ O°, %) =: F.

Die Gruppe F = (sq, ..., S5 | —) ist frei, (vermutlich) nicht jedoch
G = (51,59, 53,54, 85| [51, 89] = [52, 53] = 53, 84] = [s4,85] = 1).

Warum? Der Prasentation sieht man solche Eigenschaften nicht sofort an:
Isomorphieproblem! Es gibt viele weitere Prasentationen, ... auch freie?
Einfacher Trick: Wir zéhlen Darstellungen in eine endliche Gruppe.

t Hom(F,S;) = 6° > #Hom(G,S;)
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Anwendung: Lassen sich die olympischen Ringe entwirren?  ziauterung

© Wie immer benétigen wir eine Konstruktion oder eine Obstruktion,
hier einen Homdomorphismus (R?, K) = (R?, O°) oder ein Hindernis.
Die Fundamentalgruppe kommt uns da als Invariante wie gerufen.

Sie haben nun ausreichend starkes Werkzeug!

Aufgabe: Ist die Gruppe G frei? Losung: Die Abelschmachung ergibt
G,y = Z°. Wire G frei, so vom Rang 5. Dann wire § Hom(G, S3) = 6°.
Dies ist hier nicht der Fall, wie oben gesehen, also ist G nicht frei!

Der einfach-geniale Trick gelingt mit jeder nicht-abelschen Zielgruppe Z.
Ein Computer kann Hom(G, Z) leicht vollstindig auflisten und abzihlen.
Praktische Ubung: Was genau ist hier zu priifen? Programmieren Sie es!

© In der Gruppe (S| R) mag der Vergleich von Elementen schwierig
sein, die Konstruktion von Homomorphismen gelingt erfreulich leicht!
Diese Weisheit, zugleich Warnung und Zuspruch, fillt sich nun in den
Anwendungen mit konkreter Bedeutung. Rechnen reinigt die Seele!
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Anwendung: Lassen sich die olympischen Ringe entwirren?  nauterung

© Die Gruppe G ist weder frei noch abelsch, sie ist frei partiell abelsch.
Solche Gruppen gehoren zu den Artin-Tits—Gruppen, siehe L335:

Ay = (S| (s,8)™st = (t,8)™es : 5,6 € S)

Diese umfassen ein breites Spektrum von freien Gruppen (mit m,, = 0 fir
alle s # t) zu abelschen Gruppen (mit m,, = 2 fiir alle s # t). Dazwischen
liegen die frei partiell abelschen Gruppen (mit m,, € {0,2} fiir alle s # ).
Sie heiflen auch rechtwinklige Artin—Gruppen, engl. right-angled Artin
groups, kurz RAAGs. Auf den ersten Blick scheint dies eine recht spezielle
und einfache Beispielklasse, doch sie hat sich als erstaunlich reichhaltig
und zugleich bemerkenswert flexibel erwiesen. Diese Gruppen sind seit
langem ein sehr aktives Forschungsgebiet, insbesondere geometrisch und
algorithmisch, und haben zu wichtigen Anwendungen gefiihrt.

[ L1 Ruth Charney: An introduction to right-angled Artin groups.
Geometriae Dedicata 125 (2007) 141-158. arXiv:math/0610668
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Anwendung: Lassen sich die olympischen Ringe entwirren?  eauterung

(2 Anschaulich scheint die urspriingliche Frage klar: ,Eine Entknotung
kann unmoglich gelingen! Wie in aller Welt sollte so etwas aussehen?”
Das klingt verdachtig nach einem ,Beweis durch Autoritat”, oder nach

,vollstandiger Illusion” oder auch ,Beweis durch Mangel an Phantasie".
Wir haben in dieser Vorlesung schon einige Losungen konstruiert, von
denen man vielleicht voreilig ahnlich Pessimistisches ausgerufen hitte.

© Hier konnen Sie sorgsam induktiv argumentieren: Wir haben oben
gezeigt, dass sich die Hopf-Verschlingung nicht trennen lasst. Davon
profitieren wir nun: Hier lasst sich das blau-gelbe Paar nicht trennen,
ebensowenig gelb-schwarz, schwarz-griin, griin-rot. Wir denken uns
dazu die anderen drei Komponenten entfernt und betrachten nur das
jeweilige Hopf-Paar. Auch hier schreibt die Aufgabe den Losungsweg
nicht vor, Sorgfalt ist gefordert, Kreativitat ist gewiinscht.

© Das zeigt sogar eine stiarkere Aussage: Die olympischen Ringe lassen
sich nicht in (zwei nicht-leere Teile) trennen, sagen wir in R? ; und R?,,.



https://arxiv.org/abs/math/0610668

Anwendung: Wie sollte man sein Fahrrad nicht anschliefien? 7

So gesehen vor einer Eisdiele!
Sind das drei olympische Ringe?
Good to go. Ready for take-away.

Uberall in IThrem Alltag entdecken
Sie Mathematik, oft auch Topologie,
sobald Sie mit mathematisch geoft-
neten Augen durchs Leben gehen!

Zugegeben, die Berechnung der Fun-
damentalgruppe ist an dieser Stelle
nicht notig, ausreichend Erfahrung
genlgt oft, so auch hier.

Dennoch ist es gut zu wissen, wie die
Mathematik unsere Intuition stutzt
und auch dort noch wirkt, wo unsere
naive Anschauung versagt.
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Anwendung: Wie sollte man sein Fahrrad nicht anschlieflen? edsuterung

/\ Beim Anschlieflen Thres Fahrrads spielt, wie Sie wissen, die Geometrie
und die physikalische Beschaffenheit die wichtigste Rolle. Fahrrad,
Schloss, Stander, etc. sind recht rigide, und sicherlich nicht beliebig
dehnbar, wie in der Topologie frech-vereinfachend angenommen.

Liefert die Topologie also gar keine verwertbaren Aussagen? Oh doch,
aber meist nur in eine bestimmte Richtung: Wenn Schloss und Rahmen
verschlungen sind (a la Hopf), dann lassen sie sich nicht durch stetige
Deformation voneinander trennen. Das ist ein topologisches Hindernis,
das unabhingig von Geometrie und Physik besteht.

Sind die topologischen Hindernis aus dem Weg, so kann es weitere
geben, etwa geometrische. Eventuell ldsst sich das Fahrrad auf dem
obigen Photo doch nicht so leicht aus dem Stdnder heben, da der
Bewegungsspielraum hierzu nicht ausreicht. Die Topologie macht
hiertiber keine Aussage. Verschlingung ist hinreichend, aber nicht
notwendig zur Diebstahlsicherung. Achja, Dieb:innen respektieren oft
nicht einmal die Topologie: Aufschneiden ist untopologisch!




Anwendung: Sind die Borromaischen Ringe trennbar? o

Wenn Sie einen beliebigen der drei Ringe entfernen, dann sind die beiden
anderen offensichtlich trennbar. Weniger offensichtlich: Ist B trennbar?
Auch dies gelingt mit 7,... nach kurzer geschickter Rechnung.
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Anwendung: Sind die Borromaischen Ringe trennbar? Erlauterung

Voriiberlegung: Wenn sich die Borroméischen Ringe B trennen lassen,
also eine Komponente von den anderen beiden wegbewegen lasst,
dann wire B vollstandig entwirrbar, also (R?, B) = (R3, O3).

Wir vergleichen also B mit der trivialen Verschlingung O3.

Ubung: (1) Priasentieren Sie G := 7, (R3\ B, *) und F := 7 (R3\ O3, %).
(2) Zeigen Sie, dass GG von drei geeigneten Elementen erzeugt wird.
(3) Zeigen Sie $ Hom(G, S3) < 62; es geniigt eine kurze Rechnung.

© Die Borromaéischen Ringe B C R3 lassen sich demnach nicht trennen!

Vielleicht fanden Sie die vorigen Beispiele allzu banal und offensichtlich.
Sie sind es nicht, doch unsere Anschauung ist geradezu iiberwiltigend.

Die Borromaischen Ringe sind schon eine hirtere Kopfnuss, insbesondere
wenn man sie zum ersten Mal sieht und die naive Anschauung mangels
Erfahrung versagt. Die Mathematik wirkt auch hier, prazise und effizient.

In der Knotentheorie entwickelt man weitere Werkzeuge hierzu.
Schon die Fundamentalgruppe ist erfreulich leicht und effizient.
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Erlauterung

Ein topologischer Betrug: Kauffmans Seiltrick

L.H. Kauffman:
On Knots.
PUP 1987

(2 Eine Zauberin hilt ein unverknotetes Seil an beiden Enden.
Sie behauptet, ohne loszulassen das Seil verknoten zu konnen.
Ist dieses verbliiffende Kunststiick auf ehrliche Weise moglich?
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Erlduterung

Ein topologischer Betrug: Kauffmans Seiltrick

Im R* gelingt es, siehe E607, doch dies spielt im R?. Sie wittern Betrug.
,Es gelingt!”, behauptet die Zauberin selbstsicher. ,Dann zeige mir wie!",
verlangen Sie und fordern in guter wissenschaftlicher Tradition einen
konstruktiven Beweis. ,Ich darf das Geheimnis nicht preisgeben und die
Transformation nur unter einer Samtdecke vollziehen.” — ,Das klingt
verdachtig.” — ,Vertraue mir! Ich habe diese Technik von meiner Meisterin
gelernt, unter einem Schweigegeliibde. Dieses geheime Wissen wird seit
Generationen nur von Meisterinmund zu Schiilerinohr weitergegeben.”

~Starke Behauptungen erfordern starke Beweise.” — ,Du musst glauben!
Mit Schulmathematik kann man das nicht verstehen.” Das Gesprach mit
der selbsternannten Wundertopologin fiithrt offensichtlich zu nichts.

Sie beschlieflen der Sache selbstandig kritisch auf den Grund zu gehen.

Schulmathematik geniigt nicht, etwas Unimathematik hingegen schon!
Sie suchen einen Beweis der Unmoglichkeit, also eine Obstruktion:
transparent, nachvollziehbar, kommunizierbar. Das ist ehrliche Arbeit,
das ist Wissenschaft, das ist Mathematik, die Kunst der Erkenntnis.




Anwendung: Lasst sich die Kleeblattschlinge entknoten? o

Aufgabe: Existiert ein Homéomorphismus (f, g) : (R3, K) = (R3,0)?
Losung: Wir finden F := 7 (R3\ O, *) = (x| —) = Z und dank Wirtinger
L4am auch G := 7, (R*\ K, %) = (a,b,c|a’ = ¢, b¢ = a, c* = b).

Sind diese Gruppen isomorph oder nicht? Ist G abelsch? Der Prasentation
sieht man solche Eigenschaften nicht sofort an: Isomorphieproblem!

Trick: Wir finden G — S5 mit a,b,c — (1,2), (2,3), (3,1). Probe!
Somit ist die Gruppe G nicht abelsch, also (R3, K) = (R3, O).

Anwendung: Lasst sich die Kleeblattschlinge entknoten? Erliuterang

Die Knotentheorie untersucht Einbettungen von Kreislinien und Flachen
im R? oder allgemein von schonen Teilraumen im R” modulo Bewegung.
Sie nutzt und entwickelt hierzu geeignete Invarianten, als erstes die

Fundamentalgruppe, dann Knotenpolynome und Knotenhomologie uvm.

Als Forschungsgebiet mogen Knoten etwas exotisch wirken, wie auch
sonst alles, was man nicht kennt und nur von weiter Ferne betrachtet.
Andererseits sind Knoten anschaulich ,begreifbar” und faszinierend
,verwirrend”. In den letzten Jahrzehnten haben Mathematiker:innen
hierzu erstaunlich raffinierte Techniken und Invarianten entwickelt.

© Fun fact: Knotentheorie in der Ebene R? ist langweilig — dank einem
interessanten Satz! Dank Jordan—-Schoenflies ldsst sich jede Einbettung
S! < R? entwirren zur Standardeinbettung S' C R?. Im polygonalen Fall
haben wir dies algorithmisch bewiesen durch sukzessives Einklappen .

© Knotentheorie im Raum R?3 ist interessant — dank vieler interessanter
Beispiele! Unser mathematisches Modell ist sinnvoll, es gibt nicht-triviale
Knoten: Die Kleeblattschlinge K C R? lasst sich nicht entknoten!
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Anwendungsbeispiel: Graphen |#| C R? C R?

A
i

Unsere vorigen Beispiele zeigen Knoten und Verschlingungen und sind
daher besonders leicht fasslich: Damit haben wir alltigliche Erfahrung!
Unsere Techniken behandeln ebenso auch allgemeine Graphen im R5.
Damit erschlieflen wir uns ein riesiges Beispielrepertoire! Knoten und
Verschlingungen sind darin nur ein (besonders schoner) Spezialfall.

Aufgabe: Sei ¥ das 1-Skelett des Wiirfels W = [—1, 1]°. Préasentieren Sie
G := 7, (R \ |#], x,) mit mindestens drei verschiedenen Methoden.
Warum erhalten Sie mitunter recht verschiedene Prasentationen?
Warum erhalten Sie jedoch garantiert immer ,dieselbe” Gruppe G?

In welchem Sinne sind alle Thre Prasentationen dquivalent?

1
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Anwendungsbeispiel: Graphen |#| C R? C R3 Erfiuterung

Losung: (1) Wir kdnnen die Wirtinger—Préasentation der linken Skizze
ablesen, wie in Satz L4p dargelegt. Das ist Schema F und gelingt immer.

(2) Noch einfacher gelingt es mit der mittleren Skizze: Wir bewegen dazu
K C R? in eine tibersichtlichere Lage, das vereinfacht unsere Rechnung.
Die prasentierte Gruppe ist dieselbe — wie immer bis auf Isomorphie.

(3) Noch einfacher gelingt es durch geometrisches Verstindnis im R3,
siehe L.410. Wir wahlen fiinf der sechs Facetten, koorientieren jede davon,
und erhalten sofort die freie Prasentation (sy,...,s5 | —).

© Schema F gelingt immer. Verstindnis ist effizienter. Denken hilft!
So ist es oft in der Mathematik, angefangen bei der Koordinatenwahl.
Die richtige Sichtweise kann ein Problem vereinfachen, manchmal gar
trivialisieren. Daher ist es gut, moglichst vielfaltige Techniken und
Losungswege zu kennen und aktiv zu erproben. Mathematik verbindet
sorgsames Handwerk mit erfinderischer Kreativitat. Beides will getibt
sein, beides kann erlernt werden, am besten an guten Vorbildern.




Anwendungsbeispiel: Flachen im R* La47

Unsere Anschauung ist am Raum R? geschult, und hier triigt sie uns
erstaunlich selten. Ganz verlasslich ist sie leider auch hier schon nicht...
Mit unseren Techniken konnen wir ebenso in jeder Dimension rechnen!

Aufgabe: Wir betrachten S? C R3 C R%. Prisentieren Sie 7, (R* \ S?, *).
Was sagt Thre ,Intuition” oder ,Anschauung” hierzu? Woher kommt sie?
Wie verwandeln Sie dies in eine kommunizierbare, korrekte Rechnung?

© Ich zeige bewusst keine Graphik hierzu, denn jeder Versuch muss
zwangsldufig rabiat auf Dimension 3 oder gar 2 reduzieren, das will
geiibt sein. Sie sollten es selbst versuchen, um sich eine Briicke zu bauen
vom R3, den Sie bereits kennen, in den R*, den Sie erst erkunden.

Fun fact: Im R* ist die Kleeblattschlinge entknotbar, wie allgemein jeder
Knoten K C R3 C R*. Sehen Sie wie? Skizze? Koordinaten? Siehe E607!

Hier geht die mathematische Methode mutig voran,
die intuitive Anschauung folgt und wachst daran.

Solches Wissen zahlt sich aus, etwa wenn mal wieder Doctor Strange
einem interdimensionalen Wesen wie Dormammu begegnet.
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Anwendungsbeispiel: Flachen im R* Erlauterung

Losung: Wir betrachten hier die Standardeinbettung S? C R3 C R4,

Als Wand der Kondimension 1 haben wir dazu den Ball D? C R3 C R?.
Das Komplement ist einfach zshgd, dank R* \ D3 =~ R* \ D* = R* \ {0}.
Die freie Wirtinger—Prisentation L4 liefert 7 (R* \ S2, %) = (s, | —) = Z.

Genau genommen verlangt unser Satz L4D einen polytopalen Komplex.
Wir ersetzen also den Ball D mit Ran S? topologisch dquivalent durch
den Wiirfel W = [—1,1]® mit Rand d[—1, 1]>. Nun l4sst sich Satz L4D
direkt anwenden und liefert die gesuchte Fundamentalgruppe.

Die Rechnung gelingt unabhéngig von der Dimension. Statt wie bisher
,Skizzen zuerst” wendet sich unsere Prioritat nun zu ,Formeln zuerst".
Die Kunst besteht darin, beide zu beherrschen und ineinander iibersetzen
zu konnen. Idealerweise erzieht die Topologie Sie zur Zweisprachigkeit.

Mathematik umschrieb man einst als die Lehre von Zahlen und Figuren.
Diese Zusammenfassung zweier grundlegender Aspekte hat noch immer
ihren Platz, insbesondere ihr gegenseitiger Nutzen in der Topologie:
Bilder betonen die Idee, Formeln liefern die Prazision.
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Anwendung auf topologische Gruppen

Sei (G, T,-,1,71) eine topologische Gruppe. Allgemeiner geniigt hier ein
H-Raum, auch Hopf—Raum genannt, also ein topologischer Raum (G, 9)
mit stetiger Multiplikation - : G x G — G und neutralem Element 1 € G.

Aufgabe: Ist die Fundamentalgruppe 7, (G, 1) abelsch? Losung: Ja!
Das ist hochst erstaunlich! Zuerst der frappierende Beweis durch Bild:

1 Q B 1 B *x «

Q 1 1 B a *x 3

Auch die lineare Textfassung ist reinste Poesie: Zu je zwei Schleifen «,
in (G, 1) haben wir dank L1p/L1c Homotopien H : a*1 ~ a ~ 1 % o« und
K: 1%~ g~ fx1.Das gilt soweit in jedem topologischen Raum (G, 1).
Nun kénnen wir (stetig!) multiplizieren: Wir erhalten so die Homotopie
H -K:axf~a-f~ fxa Demnach ist die Gruppe 7, (G, 1) abelsch.

Anwendung auf topologische Gruppen 1430

Aufgabe: Lasst sich der Raum (X, J) zu einer topologischen Gruppe
(X,9,-,1,71) aufwerten? Ja — Konstruktion oder Nein — Obstruktion!

(1) R? Ja! Es geniigt (R, +,0).
(2) R\ {0}? Ja! Es gentigt (R*, -, 1).
(3) R\ {0,1}? Ja, homéomorph zu R x Z/3Z.
(4) C? Ja! Es geniigt (C, +,0).
(5) C\ {0}? Ja! Es geniigt (C*, -, 1).

(6) C\ {0,1}? Nein! m, (C \ {0, 1}, %) ist nicht abelsch!

(7) Balle D™? Trivial fir n = 0, unmdoglich fir n > 1.

(8) Sphiaren S"?  Unter den Sphéaren kennen wir nur drei topologische
Gruppen (F1Q), namlich S = GO; R, S! = GU; C =2 SO, R, S? ~ SU, C.
Umgekehrt bewies Elie Cartan 1936, dass diese Liste vollstindig ist:
Unter allen Sphéren S” sind nur SY, S, S? topologische Gruppen.

/\ Die Konstruktion dieser drei Beispiele ist leicht, doch mogliche
Obstruktionen fiir die verbleibenden Spharen sind viel schwieriger.
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Anwendung auf topologische Gruppen Erlauterung

Vielleicht hitten Sie bei (3) leichtfertig ausgerufen: ,Nein!” und bei (6):
,Keine Ahnung." Wie immer benétigen wir entweder eine Konstruktion
oder ein Hindernis. Sie haben nun schon einige topologische Werkzeuge,
und die Fundamentalgruppe beantwortet die Frage (6) sehr elegant.

(7) Hier hilft 7, nicht weiter. (7a) Jede topologische Gruppe ist homogen
(E703), doch Rand und Inneres von D" sind topologisch verschieden (J71).
(7b) Alternative: Nach Brouwer J4u ist D" ein Fixpunktraum, doch jedes
Gruppenelement g # e operiert fixpunktfrei, das schlieft n > 1 aus.

(8) Folgende Aussagen gelten nur in Dimension n = 1,2,4, 8:
(a) Der reelle Vektorraum R” ist eine reelle Divisionsalgebra.
(b) Die Sphare S™! ist parallelisierbar. (c) S*! ist ein Hopf-Raum.

[ [ | Elie Cartan: La topologie des espaces répresentatives des groupes de Lie.
Enseign. Math. 35 (1936) 177-200. Hans Samelson: Uber die Sphdren, die
als Gruppenrdume auftreten. Comm. Math. Helvetici. 13 (1940) 144-155.

John Frank Adams: On the non-existence of elements of Hopf invariant one.
Ann. of Math. 72 (1960) 20-104. Ebbinghaus et al: Zahlen. Springer 1992.
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Anwendung auf topologische Gruppen Erliuterung

Aufgabe: Ist (S™, -, e) eine topologische Gruppe, n > 1, so ist n ungerade.
Demnach kénnen S?, S, S, ... keine topologischen Gruppen sein.
Hinweis: Erinnern Sie den Satz vom Igel und seinen Beweis!

Losung: Wir wihlen einen Weg v : [0, 1] — S™ von 7(0) = e zu einem
Punkt y(1) = a € S \ {e}. Dann ist H(t,x) = ~(t) - = eine Homotopie
von H, = idg. nach H; = f: x  az. Da f fixpunktfrei ist, existiert eine
Homotopie K von K, = f weiter nach K; = —idg., wie tiblich affin und
retrahiert vermoge K (t,x) = [(1 — t)ax — tx]/|(1 — t)ax — tx|, sieche G4c.
Aus idg, ~ f ~ —idg. folgt 1 = deg(idg.) = deg(—idg.) = (—1)""! (J3E).
Das ist nur fiir ungerades n moglich. QED

© Dieses elegante Argument kennen Sie bereits aus Satz J5B vom
gekdmmten Igel: Auf S?* mit k > 1 hat jedes (stetige tangentiale)
Vektorfeld eine Nullstelle. Mit dem Satz J5c von Poincaré-Hopf gilt:

Ist (M, -, 1) eine geschlossene, zusammenhidngende Mannigfaltigkeit der
Dimension > 1 und zugleich eine topologische Gruppe, so gilt x(M) = 0.
Das schliefit erneut die Sphiren S?* fiir k¥ > 1 aus, denn x(S?*) = 2.




Kantenziige und Homotopien in einem Simplizialkomplex -

a a a

Beispiel: Ein SKomplex K und Kantenziige abcde ~ abde ~ ade.

Wir betrachten weiterhin Polygonziige und polygonale Homotopie

wie schon seit L4A. Dies spezialisieren wir nun fiir das Polyeder |K|
eines Simplizialkomplexes K. Wir verlangen zuséatzlich zu L4a,

dass Polygonziige von Ecke zu Ecke laufen entlang der Kanten von K.
Polygonale Homotopien laufen dann iiber die Dreiecke von K

wie in der obigen Skizze illustriert. Dies fithrt zu einer weiteren starken
Vereinfachung, die ich ob ihrer Eleganz nochmals ausformuliere.

Kantenziige und Homotopien in einem Simplizialkomplex o

Definition L6A: Kantenziige
Sei K ein Simplizialkomplex mit Eckenmenge Q2 = Q(K).

(1) Ein Kantenzug w = vyv, ... v, in K ist eine Folge von Eckpunkten
Vgs Vqs - 5 U,, € £ mit der Kantenbedingung {v,, v, }, ..., {v,,_{,v,} € K.
(2) Der umgekehrte Kantenzug w = v,, ... v, v, verlauft ebenso in K.
Zum Punkt a € Q ist id, = a der konstante Kantenzug der Lange 0.

3) Kantenzige w = vav¢ ...v, und w’ = v v} ... v, sind verkniipfbar
o%1 n o1 m

falls v,, = v; ihre Verkniipfung ist dann w * w’ := vyv; ... v, V] ... v;,.

© Wir erhalten die Kategorie P(K): (a) Objekte sind a, b, ¢, ... € Q.
(b) Morphishmen von a nach b sind die Kantenziige w : a — b in K,
(c) Verkniipfung ist Aneinanderhdngung (w:a — b) * (w" : b — ¢).
Dabei addieren sich die Langen. Invertierbar sind also nur die Identitdten.
Insbesondere ist w noch nicht invers zu w, dazu nutzen wir Homotopie...




Kantenziige und Homotopien in einem Simplizialkomplex o

Definition L6A: simpliziales Fundamentalgruppoid

(4) Die Aquivalenz ~ von Kantenziigen in K wird erzeugt durch
simpliziale Homotopien v ... v,_; 0,01 ... Uy, & Vg .. Uy 1 Vgt - Uy

mit {v,_1, vy, 0,4, } € K. Als Spezialfall vereinbaren wir vyv, ~ v;.
Damit gilt w * w ~ v, fiir jeden Kantenzug w = vyv, ... v,, in K.

(5) Zum Komplex K erhalten wir das simpliziale Fundamentalgruppoid

(K) := P(K)/. = { Kantenziige w = vyv; ... v,, in K}

~
~

simpliziale Homotopie ~ in K

mit der Verkniipfung [w] - [w'] = [w % w] durch Aneinanderhiangen.

Zu z, € Q(K) erhalten wir die simpliziale Fundamentalgruppe

1y (K, 2o) = (K, zg, o) = { geschlossene Kantenziige in (K, z,) }

simpliziale Homotopie ~ in (K, z)

© Diese Konstruktion ist extrem elegant, ebenso einfach wie allgemein.

. . . . . o« e L604
Kantenziige und Homotopien in einem Simplizialkomplex  edauterung

Ubung: Warum ist II(K) ein Gruppoid und 7, (K, z,) eine Gruppe?
Was genau ist fiir diese Behauptungen zu zeigen? Zeigen Sie es!

Das rein kombinatorisch definierte Fundamentalgruppoid II(K) eines
Simplizialkomplexes K ist an Einfachheit wohl kaum zu tiberbieten.
Wir konnen es anschaulich visualisieren und prazise damit rechnen.

Das Gruppoid II(K) und die Gruppe 7, (K, x,) enthiillen grundlegende
algebraische Strukturen. Sie sind unmittelbar auf dem Computer
implementierbar und direkt algorithmischen Fragen zuganglich.

Das topologisch definierte Fundamentalgruppoid II(X) eines Raumes X
erfordert etwas technische Vorbereitung: stetige Abbildungen, spezielle
Homotopien, usw. Das ist nicht schwer, aber es muss getan werden (§L1).

Wir werden die simpliziale Sichtweise im Folgenden dazu nutzen,
um die Fundamentalgruppe 7, (| K|, z,) zu berechnen, das heif$t moglichst
explizit zu prasentieren. Das wird sich als effizientes Werkzeug erweisen.




Simpliziale vs topologische Fundamentalgruppe o

Satz L6B: simpliziale Approximation

Fiir jeden Simplizialkomplex K haben wir den Gruppoidisomorphismus
o I(K) = II(| K], Q) = [w] = [Jw]]..

Fir jeden Fuflpunkt z, € €2 erhalten wir den Gruppenisomorphismus

p = (K mg) = my(|K],20) + [w]s = [|w]]..

v

Beweis: Dies beweist man (wie Satz L4B) mit simplizialer Approximation
(Satz I4y) von Schleifen und ihren Homotopien in (| K|, ;). QED

Wiedereinmal rettet uns, oh Wunder, die simpliziale Approximation,
so bringen wir die starken Werkzeuge der Linearen Algebra ins Spiel.
Die simpliziale Technik fiithrt uns ins gelobte Land der Topologie:

Sie macht stetiges linear, kompliziertes simpel, hassliches schon!
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Simpliziale vs topologische Fundamentalgruppe Exliuterung

Hier ist II(| K|, 2) eine Unterkategorie des Fundamentalgruppoids I1(| K|):
Objekte sind die Eckpunkte a, b, c, ... € 2, also im Allgemeinen nicht alle
Punkte des Polyeders | K|. Morphismen [o] : a — b sind alle Wegeklassen
zwischen je zwei Eckpunkten a und b. Morphismen werden hierbei also

nicht eingeschrankt, wie haben demnach eine volle Unterkategorie (H1B).

© Satz L6B erlaubt die bequem-effiziente Berechnung der (topologisch
definierten) Fundamentalgruppe =, (| K|, z,) durch die (kombinatorisch
definierte) simpliziale Fundamentalgruppe 7, (K, z,) und umgekehrt.

© Letztere entsteht aus Kantenziigen, also letztlich Textverarbeitung
von Wortern iiber dem Alphabet (2(K) nach den obigen Regeln.
Wir nutzen dankend die Aquivalenz dieser beiden Sichtweisen.

Damit erhalt die Fundamentalgruppe ihre einfachste, geradezu kristalline
Form, direkt intuitiv zugénglich verbindet sie geometrische Bedeutung
mit kombinatorischer Berechnung. Bemerkenswerterweise ist diese
rigide simpliziale Form isomorph zur flexiblen topologischen Form.
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Fundamentalgruppe eines Baumes

Als einfachen, aber grundlegenden Spezialfall betrachten wir zunéchst
einen Baum, also einen zusammenhéngenden zykelfreien Graphen.

Satz L6c: Fundamentalgruppe eines Baumes
Fiir jeden Baum 7'gilt |T'| ~ {z,} und somit 7, (T, z,) = 7 (|T|, zy) = {I}J

Beweis: Wir haben 7, (|T|, z,) = 7 (T, z,) dank dem vorigen Satz L68.
Wir konnen also sowohl topologisch als auch simplizial arbeiten.
L2L Lé6B I3u
m({zo},zo) = m(|T],29) = m (T, z) = m({{zo}), o)
Topologische Sichtweise: Der topologische Raum (|T], x,) ist stark
zusammenziehbar (I31). Damit folgt 7, (|7|, zy) = 7 ({z,} = {1} dank
Isomorphie L6B und Homotopie-Invarianz L2L. QED

Simpliziale Sichtweise: Zwischen je zwei Ecken z, und a des Baums T
existiert genau ein gekiirzter Kantenzug w, (I31). Hieraus folgt
insbesondere 7 (T, xy) = m ({({zy}), ) = {1}. QED
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Wabhl eines Spannbaums

Wiederholung: Jeder zshgde Graph erlaubt die Wahl eines Spannbaums!

Beispiel: Ein Graph K mit der Wahl eines Spannbaums 7' C K (blau).
Die orientierten Kanten in K \ 7' (rot) erzeugen frei die Gruppe 7, (K, z,).

K K S

Fiir die Fundamentalgruppe sind Baume zwar langweilig, doch niitzlich,
insbesondere Spannbaume sind oft eine wichtige Hilfskonstruktion.
Wir untersuchen nun beliebige Graphen und anschlieflend beliebige
Simplizialkomplexe. Ausgangspunkt ist die Wahl eines Spannbaums!




Graphen haben freie Fundamentalgruppen. Lo

Satz L6Dp: Fundamentalgruppe eines Graphen

Sei K ein zshgder Graph, z, € (2 eine Ecke und 7' C K ein Spannbaum.
Dann ist 7, (K, z) frei tiber den Erzeugern K \ 7. Explizit haben wir

(¥, ) + m (K, 1) = F:=[S|R] mit

S = {54 Spq | {a,0} € K\T} als Erzeuger und
R = {5, |{a,b} € K\T} alsRelationen sowie

o : F—m(K,xg) ¢ [sp) 2 [(2gloa)xabx (b1 zy)] und
Y (K, 3g) = F = [uguyvy o vy v ] 2 [s

S e S :I.
VgV1 "V1V3 Vpn-1Un

Zur bequemen Schreibweise vereinbaren wir s, := 1 fiir {a,b} € T.

Die Hilfswege z, ./. a und b .. z, verlaufen vollstindig im Spannbaum 7.
Mit kiirzester Lange sind sie zudem eindeutig. Das konnen wir durch
Kiirzen immer erreichen und so kanonische Verbindungswege festlegen.

© Ist K endlich, so ist 7, (K, z,) frei vom Rang |[K \ T| =1 — x(K).
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Graphen haben freie Fundamentalgruppen. Erliuterung

Aufgabe: Zeigen Sie dies nach dem Vorbild der Wirtinger—Préasentation.
Anleitung: Die Homomorphismen (a) ¥ und (b) ¢ sind wohldefiniert.

(c) Die Konstruktion garantiert ¢ o ¢ = id, also ist ¥ surjektiv.

(d) Zur Injektivitat von v zeigen wir schliefllich Ker ¢ = {1}.

© Wir verallgemeinern diese Prasentation in Satz Lé1 fiir beliebige
Simplizialkomplexe und perfektionieren den Beweis. Der Spezialfall von
Graphen ist jedoch wichtig genug, um hier separat ausgefiihrt zu werden.

Wir organisieren die Konstruktion entlang der beidseitigen Quotienten:

P<K7x07w0> ¢

IS RS
a2
|
[
=

Kantenziige in (K, z)
simpliziale Homotopie

Worter uber S
Relationen R
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Graphen haben freie Fundamentalgruppen. Erlauterung

Beweis: (a) Wir konstruieren zuniachst den Monoidhomomorphismus
n: P(K,zg,z9) = [S]—]=: E.
Fiir jede orientierte Kante ab mit {a, b} € K definieren wir
=, i fen 7
Zu jedem Kantenzug w = vyv; ... v,, in K bilden wir das Produkt
N(vgvy - Uy ) 3= (Vg1 )N(vyv3) -+ (V1 Vy,).-

Da K keine 2-Simplizes hat, sind simpliziale Homotopien nur von der
Form uvu ~ uu ~ u oder uvv ~ uv oder uuv ~ uv. In allen drei Fallen ist
die Komposition 77 = ¢ o n invariant unter simplizialen Homotopien.
Somit induziert 7, wie behauptet, den Gruppenhomomorphismus

P (K, xg) = F o [w] = [n(w)].
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Graphen haben freie Fundamentalgruppen. Erliuterung

(b) Zu jeder Ecke a € Q(K) existiert in T'genau ein gekiirzter Kantenzug
w, von x, nach a. Wir definieren damit w(s,;) = w,, := w, * ab * w,

Fir {a,b} € Tgilt w,, ~ x,. Fir {a,b} € K gilt w w,, ~ z,.

Somit induziert w = p o w den Gruppenhomomorphismus

p: F:=[S|R] = m(K,xg) : [S45] = [Wep)-

(c) Surjektivitat: Damit gilt n(w,,) = n(ab) = s, also ist ¥ surjektiv.

(d) Injektivitat: Wir zeigen, dass v injektiv ist, also Ker(¢) = {[z,]}.

Sei w = vyvy ... v,, ein geschlossener Kantenzug in (K, z,) mit n(w) = e.
Wir konstruieren eine simpliziale Homotopie w ~ z, durch Induktion
tiber die Anzahl N der Kanten in K \ 7, also die Lange des Wortes n(w).

Im Falle N = 0 liegt w im Baum 7, ist also zusammenziehbar (L6c).

Im Falle N > 1 finden wir w = wy * ab * w, * ba * w4 mit einer Kante
{a,b} € K\ T, und w, verlauft ganz im Baum 7. Wir reduzieren den
Kantenzug w durch simpliziale Homotopien zu w, ws. QED




Vertraute Beispiele Lo13

Die simpliziale Fundamentalgruppe 7, (K, z,) kdnnen wir leicht ablesen,
das heift wie oben erklart durch Erzeuger und Relationen prasentieren.
Damit lassen sich sofort erste interessante Beispiele berechnen:

, S K| X :=C\{0,—1,-2,—3} ~ ||

Die Fundamentalgruppe kdnnen wir nun simplizial berechnen:

771(8171> % 7'('1(‘K|,CL> %) 7Tl([(aa) L—§D> <Sbc|_> =¥/

m (X, 1) 1z m (L[, 1) “Les m (L, 1) “len (81,82,83,84|—)
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Vertraute Beispiele Erliuterung

Beispiel: (1) Wir erklidren den Abbildungsgrad = (S',1) = Z, diesmal
jedoch simplizial. Hierzu triangulieren wir die Kreislinie S' 2 | K| durch
den Simplizialkomplex K = ({a,b},{b,c}, {c,a}), wie oben gezeigt.

Als Spannbaum wiahlen wir (willkiirlich) T = ({a, b}, {c,a}).

Es bleibt K \ T' = {{b, ¢} }. Wir erhalten den Isomorphismus

7T1(K,CL> = [Sbc7scb|8bcscb - 1] - <Sbc|_>‘

Im letzten Schritt wihlen wir (nach der iiblichen Konvention) eine der
beiden Orientierungen, hier s, - +1 und s, — —1. Das Gesamtergebnis
stimmt dann mit der Umlaufzahl deg : 7, (S, 1) 2 Z iiberein.

(2) Sei X = C\ {0,—1,—2,—3}. Dank Satz L4Dp wissen wir bereits
m(X,1) =2 (s, 89, 53,54 | — ). Alternativ konnen wir einen Graphen L
affin einbetten, sodass ¢ : |L| < X ein starker Deformationsretrakt ist
(L4G). Die obige Abbildung zeigt hierzu eine einfache Moglichkeit.
Die gesuchte Fundamentalgruppe ist dann isomorph zur simplizialen
Fundamentalgruppe, und diese lesen wir leicht ab.
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Anwendung: Euler—Charakteristik endlicher Graphen

Korollar L6aG: Euler—Charakteristik endlicher Graphen

Seien K und L endliche Graphen. Aus Homéomorphie |K| = | L]
oder allgemeiner aus Homotopie-Aquivalenz |K| ~ | L| folgt
die Gleichheit y(K) = x(L) der Euler-Charakteristiken.

Beweis: (a) Zunichst seien K und L zusammenhingend.

o [K| >~ |L]

= m(|K],a) =m(L]b)

= 1=x(K)=1-=x(L)
Die Gruppe 7, (|K|, a) ist frei vom Rang 1 — x(K), ebenso ist 7, (|L|, b)
frei vom Rang 1 — x(L). Hieraus folgt x(K) = x(L), denn der Rang freier
Gruppen ist wohldefiniert (L3v), invariant unter Gruppenisomorphismen.
(b) Wir zerlegen in Komponenten, K = | [?_; K, und L = | |[}_; L,
mit K, und L, zusammenhingend und | K| ~ |L,| fiir alle 1.
Dank (a) folgt x (K) = > iy x(K;) = >y x(L;) = x(L). QED

Anwendung: Euler—Charakteristik endlicher Graphen Erliuterang

© Wir kénnen y durch Ecken und Kanten leicht abzihlen. Invarianz
unter Homdomorphismen ist allgemein schwierig. Fiir Graphen gelingt
der direkte Nachweis nur mit Miihe, und schon Homotopie-Aquivalenz
ist recht schwierig. Wunderbar elegant gelingt es dank Invarianz von m,
(L2E, L2N) zusammen mit unserer effizienten Rechnung (L6D, L3v).

Erstaunlicherweise gilt die folgende Umkehrung. Fiir zshgde Graphen ist
die Euler—Charakteristik eine vollstandige Homotopie-Invariante!

Ubung: (1) Warnung: X = S! USt und Y = {*} U (S! v S!) haben zwar
dieselbe Euler—Charakteristik, sind aber nicht homotopie dquivalent.
(2) Genau dann sind zwei zusammenhingende (!) endliche Graphen K

und L homotopie-dquivalent, wenn die Gleichheit y(K) = x(L) gilt.
Die zur Umkehrung ,<" nétige Konstruktion gelingt wie folgt:

(3) Allgemein: Sei K ein beliebiger Graph und T' C K ein Spannwald.
Dann ist die Zusammenschlagung |K|/|T| ein Bouquet von Kreislinien,
und der Quotient ¢ : |K| — |K|/|T| ist eine Homotopie-Aquivalenz.




Berandete Flachen haben freie Fundamentalgruppen. o

—|— 1 verdrillte Bander (a la MOblllS) r Randkomponenten

Satz L6H: Fundamentalgruppe kompakter Flachen

Seien g,r € N mit r > 1. Dann ist 7, (F5,, z) frei iber 1 — x Erzeugern:

™ (Fgr, o)

7T1 <ngr7 :'C0)

112

<a1,b1,...,a/g,bg,dQ,...,d,r,‘_>, (F(f,>—2*2g*7‘
<CO,Cl,...,Cg,d2,...,dr‘—>, X(FJ7>_1—(}—7
© Die Euler—Charakteristik ist demnach eine topologische Invariante

fiir berandete Flachen unter Homéomorphismen, allgemeiner sogar
unter Homotopie-Aquivalenz, wie oben schon fiir Graphen gesehen.

1%

y
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Berandete Flachen haben freie Fundamentalgruppen. Erliuterung

Aufgabe: Wie wiirden Sie diese Berechnung / den Beweis angehen?
Welche Werkzeuge fiir Prasentationen haben Sie schon zur Hand?

Simplizialer Beweis: Die Flache I' = F" enthilt einen geeigneten
Graphen |K| als starken Deformationsretrakt, mit Spannbaum 7'und je
einer Kante s, ..., s, € K \ T'fir jedes Band der Fliache im obigen Modell.
Aus (1, p) « |K| ~ Ffolgt (v, py) : m (| K|, 7q) = 7 (F, zo) dank L2H.

Dank Satz L6D lesen wir daran die genannte freie Gruppe ab.

Dualer Beweis: Wir realisieren die Flache F' = F£, kubisch im R?.

Fiir die Fundamentalgruppe nutzen wir polygonale Wege modulo
polygonaler Homotopie wie in §L4. Auf jedem der Bander 1, ..., n wahlen
wir einen Schnitt S, ..., S, C Fvon Rand zu Rand. Ihr Komplement

F\ (5, U--US,) ist zusammenziehbar. Der Gruppenisomorphismus

T (F,xy) % (s,...,5, | —) zahlt dann die Uberginge; wir kennen dies
von der gelochten Ebene L4D und der Wirtinger—Prasentation L4m.
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Berandete Flachen haben freie Fundamentalgruppen. Erlauterung

Im ersten Beweis ziihlen wir Ubergiinge tiber Kanten des Graphen |K];
diese haben Dimension 1. Im zweiten Beweis zédhlen wir Durchstofflungen
von Winden transvers zu | K |; diese haben Kodimension 1. Beide Beweise
ergeben dasselbe, beide sind leicht und lehrreich. Ich préasentiere sie hier
parallel, da wir hieran erneut im Keim eine schone Dualitit erkennen,
die in der Algebraischen Topologie eine wichtige Rolle spielt.

Dasselbe Phanomen beobachten wir ebenso in den vorigen Beispielen
L6E und L6F von Graphen in der Ebene. Wir haben es ebenso bei unserer
Diskussion des Satzes von Jordan—Schoenflies bewundert: Die Zykel des
Graphen entsprechen eingezdaunten Gebieten des Komplements.

Dies entspricht der Dualitit von Fundamentalgruppe und Uberlagerung:
Wir konnen entlang der Schnitte aufschneiden und zur universellen
Uberlagerung verkleben (Kapitel M). Im abelschen Fall gelangen wir zur
Poincaré-Dualitdat von Homologie und Kohomologie. Diese ist ein
zentrales Werkzeug der Algebraischen Topologie von Mannigfaltigkeiten.

Berandete Flachen haben freie Fundamentalgruppen. o

© Wie oben schon fiir Graphen gilt auch hier die Umkehrung;:

Ubung: Zwei berandete, kompakte, zshgde Flichen sind genau dann
homotopie-dquivalent, wenn sie gleiche Euler—Charakteristiken haben.

Satz L6H: Fundamentalgruppe kompakter Flachen

Die inneren Rander in obiger Modelldarstellung entsprechen den
Erzeugern d,, ..., d,,. Umlaufen des duferen Randes entspricht dem

. 131 131 2.2 2
Flachenwort a;b,a7" b7 - a bja; b dy -+ d,. bzw. cgey -+ cydy -+ d,.

Aus FF; gewinnen wir die geschlossene Flache Fi durch Verkleben
des Randes mit einer Kreisscheibe. Fiir die Fundamentalgruppe folgt

112

Wl(F;axo)

7Tl(Fg_ To)

il —1p—1 _
(ay,b1,- 50,0, a1bya; by aba b0 = 1),

112

(CgrC1ymnCy|cget - co =1).

Beweis: Der Randweg entspricht dem Wort w in 7, (FF, x,) und wird
zusammenziehbar als Rand der angeklebten Kreisscheibe, siehe L6m. |QED




Le621

Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe

Satz L61: Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe

Sei K ein SKomplex, z, € 2 eine Ecke und T' C K ein Spannbaum.
Dann haben wir die Prasentation (¢, ) : 7 (K, zy) = G := [ S| R] mit

S ={s,|{a,b} € K} als Menge der Erzeuger und den Relationen

R = {54 |{a,b} € T} U {5485 [{a;0} € K} U {sap8pc5cq | {a,b,c} € K},

0 : G (K,zg) ¢ [S] o [(xgloa)xabx (bl xy)] und
(K, @) = G [ugu1Vg - 10, [

S PP S ].
Vg?1 " V175 VUp-1Vn

© Fir jeden endlichen Komplex K wird 7, (K, x,) so endlich prasentiert.

Die Vereinbarung s,, = 1 fiir {a,b} € T'ist hier Teil der Relationen R.
Zwecks bequemer Schreibweise geben wir alle Kanten als Erzeuger an,
auch wenn viele redundant sind und durch Relationen geldscht werden.

Die zweite Menge der Relationen folgt aus der dritten und ersten:
Dank K, C T C K liegt jede Ecke a im Spannbaum, also gilt s,, = 1.
Fir jede Kante {a,b} € K folgt {a,b,a} € K und somit s_;,s,,5,, = 1.

Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe o

Wir organisieren die Konstruktion entlang der beidseitigen Quotienten:

P<Ka$07$0> ¢

gl
)
|
I
&

Kantenziige in (K, z)
simpliziale Homotopie

Worter uber S
Relationen R

~
N\

7T1<K75U0> y

A))

Der Satz ist vollkommen explizit und gebrauchsfertig formuliert.
Zum Beweis geniigt geduldiges Nachrechnen der Behauptungen:

Aufgabe: Die Homomorphismen (a) ¢ und (b) ¢ sind wohldefiniert,
denn die im Start geforderten Relationen sind auch im Ziel erfillt.
Nach Konstruktion gilt (c) 9o ¢ = idg und (d) p o9 = id; (g 5 )-

Versuchen Sie es unbedingt selbst. Sie konnen hier viel lernen, denn viele
Isomorphien entstehen genau so! Ich fiihre dies fiir Sie vorbildlich aus.




Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe o

Beweis: (a) Wir haben den Monoidhomomorphismus

n: P<K7 x07x0> — [S| _] P VUV - Uy 1 Uy 2 Svo'vlsvlv2 '"Svn_lvn'

Fir {a,b,c} € K gilt links Homotopie abc ~ ac und rechts Kongruenz
SubSphe = Sqe- Somit induziert 7 = g o n den Gruppenhomomorphismus

b m (K, x) = G P(|w]) = [n(w))].
(b) Zu jeder Ecke a € Q(K) existiert in T'genau ein gekiirzter Kantenzug
w, von x, nach a. Daher haben wir den Monoidhomomorphismus
w: [S|=]—= P(K,xy,xy) : Sy > Wy := W, * ab * W,

Jede Relation aus R iibersetzt sich in eine simpliziale Homotopie in K:
(0) Fiir {a, b} € Tliegt w,;, in T, also w,, ~ x,. (L6C)

(1) Fir {a,b} € K gilt w,, = W, also w,, * w,, =~ z,.

(2) Fur {a,b,c} € K gilt w yw, . w,, ~ w, abiw,w, bcw w,.caw, ~ .

Somit induziert & = p o w den Gruppenhomomorphismus

p o [SIR] = m(K xg) ¢ [sap] = [wey)-

Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe -

(c) Wir zeigen 1 o ¢ = id. Unsere Konstruktion garantiert:
Now : Sgp = Wep = W, >I<ab*w_b = n(wa) Sabn(w_b> = Sab

Der Kantenzug w, verlauft ganz in T, hier gilt s;; = e fir alle {4, j} € T.
Das bedeutet v o ¢ : [s,,] = [wyp] F [S4], also ¥ o @ = id.

(d) Wir zeigen ¢ o = id; (g , - Fur jeden Kantenzug w in (K, z) gilt:

= S

wormn:w = Yyvvy...V,_1U, VoVy SU1U2 Svn—lvn

= W, Vg W, W, ViU W, = W, Uy U, W, = W

v n—1 n

Die eingefiigten Hilfswege im Spannbaum 7 kiirzen sich paarweise weg.

An den beiden Réandern gilt zudem vy = 2y = v,,, also w, =z, =w, .
Das bedeutet p o ¢ : [w] = [w], also potp =id; (k-

Wie behauptet ist (¢, ¢) ein Gruppenisomorphismuspaar. QED

© Satz und Beweis sind idealtypisch fiir Isomorphie. Bitte gehen Sie
alles sorgsam durch, dann formulieren Sie es nocheinmal selbst.




Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe o

Beispiel: Satz L61 beinhaltet Satz L6c iiber Biume K = T:
7T1(K7$0> = [Sab : {avb} € K‘ Sab * {avb} € T] = {1}
Beispiel: Satz L61 beinhaltet ebenso Satz L6p iiber Graphen K D T:
™ (K, 2)

1%

[ Sap  {a,b} € K’%b :{a,b} €T, supSpa i {0, b} € K|
[Sap : {a,b} € K\T| 548, : {a,b} € K\T]J.

112

Stabilisierung dank simplizialer Approximation (Satz 14j).
Inklusion der Skelette induziert folgende Homomorphismen:

K§0<L—O>K§1<L—1>K§2¢>KS3‘ » K
mo(Lg) o o = =
mo(K<g) = mo(K<y) — mo(Kep) — mo(Keg) — oo —> mo(K)
m1(ey) = =~ =
Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe Erliuterang

Ausfiihrlicher gesagt: Die Komponenten 7, (| K|) = 7,(K) hangen nur
vom 1-Skelett K_; ab (I3G): Wir konnen Punkte ins 0—-Skelett schieben
und Wege ins 1-Skelett. Vornehm gesagt: m,(1,) ist surjektiv, m,(¢;) und
alle folgenden sind bijektiv.

Entsprechend: Fundamentalgruppe =, (| K|, z,) = 7, (K, z,) hingt nur
vom 2-Skelett K_, ab (L6B): Wir kdnnen Wege ins 1-Skelett K _,
schieben und Homotopien ins 2-Skelett K <. Vornehm gesagt: B

71 (1) ist surjektiv, 7, (15) und alle folgenden sind bijektiv.

Satz Lé1 prazisiert dies: Das 1-Skelett K_, ist ein Graph und die Gruppe
7 (K 4, x) frei (L6D). Diese liefert die Erzeuger, dank Surjektivitit von
(1) : T (K oy, 29) = 71 (Koo, 7). Jedes Dreieck A € K_, \ K_; liefert
eine Relation, und diese erzeugen den Kern Ker 7, (¢;).




Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe

L627
Erlauterung

b
Ky
S9
a S1 d
T
c
T (K, a) = (51,85 ]—)

abca <+ s;, abdca <+ sq

Wir bauen das obige Beispiel schrittweise auf: Fiir den Spannbaum 7'ist
die Gruppe 7, (7T, a) = {1} trivial (L6c). Der Graph K, O T figt zwei
Kanten ein; jede liefert einen freien Erzeuger (L6D). Der Komplex

K, O K, figt ein Dreieck hinzu; dieses liefert eine Relation (L61).

Konkretes Beispiel: In (K, a) gilt ¥([abcbal) = $,4,5p-50Sba

und ([abcdbal) = 8 ,,5pScqSapSoa = 5153+ # 1. In (K5, a) hingegen ist
auch die zweite Schleife zusammenziehbar (iiber das Dreieck).

K, b
S9
a S1 d
T
c
T (Ky,a) 2 (51,85 ]5; = 59)

abca ~ abdca < s; = s,

N
=557 =1

Prasentation der simplizialen Fundamentalgruppe

L628
Erlduterung

b K, b
\ Y
a d a d d
S1 S1
T T / 54
c % C
b / b b K,
7 /
a d a 7 / d
33 S3
T’ s, \ T’
c %

/\ Zwei verschieden gewéhlte Spannbaume Tund 7" liefern zwei
verschiedene Prasentationen derselben Gruppe! Beide konnen wir
leicht ineinander umrechnen dank Tietze—Transformationen (L3s).




Beispiel: Fundamentalgruppe des Torus

L629

Aufgabe: Berechnen Sie 7, (S' x S!, z,), diesmal simplizial.
(Wir haben dies bereits als Produktgruppe abgeleitet, sieche L20.)

Losung: Wir nutzen die Neun-Ecken-Triangulierung des Torus.

a b c a a b S c
S
S
e e e
h 1 h 7

%
tt t ot YA 1t
%
d d  d
f g f s /]9
S
a b c a a bSc

Diese Rechnung zeigt 7, (K,a) = [S|R] = (s,t|st = ts) = Z2.

Beispiel: Fundamentalgruppe des Torus

L630
Erlduterung

Ausfiithrlich: Wir wihlen einen Spannbaum 7' C K, hier fett markiert.
Damit lesen wir die Prasentation 7 (K,a) = [ S| R] ab. Diese wollen wir
vereinfachen. Zu jeder Kante {z,y} € K \ T'wahlen wir eine Orientierung

(,y) und somit einen der beiden Erzeuger s,,; der andere ist s, = 5.

Die Erzeuger zu Kanten {z,y} € T des Spannbaums erfiillen s,, = 1,
konnen also weggelassen werden. Das betriftt hier die acht Kanten

Sab = Sac = Sad = Sae = Spf = Sph = S¢g = Se; = 1. Jedes Dreieck definiert
eine Relation. Aus dem Dreick {a, b, f} folgt s,, = 1, ebenso ergeht es
Sdf» Sber Sehr Sed> Sdg» Sais Sei- Damit 10schen wir weitere 8 Kanten. Von den

insgesamt 27 Kanten in K werden diese 16 Kanten auf 1 abgebildet.

Wir setzen s, := s und finden s, = s, = 54, = 5, = 83, = s (mittlere
Spalte). Wir setzen s;, := t und finden s,;, = s;, = 54, = 5, = 5, =
(mittlere Zeile). Das vorletzte Dreieck {f,g,i} € K erzwingt s, = st.
Bislang sind s, ¢t noch frei, miissen also keine Relation erfiillen. Das letzte
Dreieck {f,h,i} € K erzwingt s;; = ts, also die Relation st = ts.
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Beispiel: Fundamentalgruppe des Torus Erléuterung

Wir erhalten wir vollkommen explizit den Gruppenisomorphismus

m(K,a)=[S|R] ~ (s,t] st =ts) > 72 :
Sabs Sacr Sads Saes Sbfs Sbhs Segs Sci > 1 ~ (0,0)
Safs Sdfs Sbes Sehs Seds Sdgs Sais Sei > 1 — (0,0)
Sbes Sbgr S g Shes Shi s — (1,0)
Sdes Sdhy S fhs Sges Sgi ¢ — (0, 1)
S i > st = (1,1)

Der inverse Gruppenhomomorphismus ist demnach
7%~ 1 (K,a) : (k,£) = s*t* s [abca)*[adea)’

Fir K" = K\ {{f,h,i}} haben wir 7 (K’,a) = (s,t|—) berechnet.
Dies konnen wir alternativ geometrisch sehen, sogar noch leichter:
Der Randkomplex L = ({a, b}, {b,c},{c,a},{a,d},{a, e}, {e,a})

ist ein Graph, dank Lé6D lesen wir 7, (L,a) = (s,t|—) ab.

Beispiel: Fundamentalgruppe des Torus 1632

Vertraute geometrische Darstellung: Die rote 2-Zelle schlief3t die Flache!
b

b—l

Die Inklusion i : |L| < |K’| ist ein starker Deformationsretrakt,
als Retraktion r : |K’| —» |L| dient uns hier die radiale Projektion,
und (iy, ;) : 7y (L, a) 2 7y (K’ a) zeigt sp;5;,5,5 ~ sts— 't

Die Inklusion j : |K’| < | K| fugt das letzte Dreieck { f, h, ¢} hinzu und
damit diese Relation. Diese Beobachtung vereinfacht die Berechnung!
Wir werden diese Technik im Folgenden perfektionieren.




Beispiel: Fundamentalgruppe der projektiven Ebene -

Aufgabe: Berechnen Sie 7, (RP?, z,), hier simplizial.

Losung: Wir nutzen die Sechs-Ecken-Triangulierung (aus den 12 Ecken
eines lkosaeders durch Identifikation gegeniiberliegender Punkte):

c S b ;

o !

S

Wir erkennen das Mobius—-Band M = P\ {{d, e, f}} plus Kreisscheibe.
Diese Rechnung zeigt 7, (RP?,a) = 7, (P, a) = (s|s?) = Z/2.

b $ c

Beispiel: Fundamentalgruppe der projektiven Ebene Erliuterung

Simpliziale Sichtweise: Fiir P O M wahlen wir die Kanten des Sterns um
den Punkt a als Spannbaum 7' = ({a, b}, {a,c},{a,d},{a, e}, {a, f}).
Das impliziert die Relationen s, = s, = 8,4 = 84, = 8y = 1.

Die Kante {b, d} fiigt einen neuen Erzeuger hinzu, doch dieser wird
durch das Dreieck {a, b, d} geloscht. Ebenso ergeht es den Kanten {b, d},
{c,d}, {c, e} und schlieB3lich {e, f}. Damit 16schen wir weitere 5 Kanten.

Die Kante {b, c} fiigt einen neuen Erzeuger s hinzu. Die Kante {b, e} ist
hierzu dquivalent aufgrund des Dreiecks {b, ¢, d}. Ebenso die Kanten
{d,e}, {f,c}und {f,d}. Wir erhalten so aus Satz L61 den Isomorphismus

Uar s T (M, a) = (s]—) = Z.

Der Weg v = |ade fda| umléuft den Rand des zentralen Dreiecks einmal,
und wir lesen ¢,,(y) = s* ab.In P = M U {{d, e, f}} wird genau dies als
Relation eingefiigt. Wir erhalten so aus Satz L61 den Isomorphismus

Vp o m(P,a) = (s|s*) 2 Z/2.




Beispiel: Fundamentalgruppe der projektiven Ebene Erliuterung

Geometrische Sichtweise: Der Komplex M = P\ {{d, e, f}} ohne das
zentrale Dreieck trianguliert das Mobius-Band, wie oben skizziert.

Hierin ist S = ({a,b}, {b,c}, {c,a}) die Seele |S| = S des Bandes.

Fiir die Kreislinie wissen wir m; (S, a) = (s| —) = Z mit dem freien
Erzeuger s = [abca|. Zudem sehen wir die starke Deformationsretraktion
(p,0) = M| > |S], also p; : my (M, a) 5 7, (S, a) = (s —).

Der Rand des Mobius—-Bandes ist OM = ({d, e}, {e, f},{f,d}).
Der Weg v = |ade fda| umlduft den Rand genau einmal, doch
py(ladefda]) = [abcabca) = s* umlauft die Seele zweimal.

In P= M U{{d,e, f}} wird dies als Relation eingefiigt:
l[abcabea] = [adefda] = 1 in 7, (P, a). Wir erhalten so die
Fundamentalgruppe 7, (RP?,a) = 7, (P,a) = (s|s*) = Z/2.

© Die simpliziale, lokale Sichtweise gelingt immer und bietet
eine verlassliche, universelle Methode: das beliebte ,.Schema F*,
Die geometrische, globale Sichtweise ist raffinierter und effizienter.

Beispiel: Fundamentalgruppe der projektiven Ebene Exliuterung

© Wir haben nun zwei Flaichen wunderbar konkret durchgerechnet.
Wenn Sie mdchten, konnen Sie selbst weitere Beispiele prasentieren.

Was lernen wir daraus? Zunichst einmal, dass die simpliziale

Prasentation immer gelingt. Fiir grofie Simplizialkomplexe ist diese
Arbeit zwar etwas mithsam, doch in giinstigen Beispielen wie oben
lassen sich viele redundante Erzeuger leicht erkennen und loschen.

Zweitens lernen wir daran, dass die geometrische Sichtweise dasselbe
Ergebnis liefert mit deutlich weniger Miihe. Das liegt ganz einfach daran,
dass wir viele Simplizes bequem zu einer Zelle zusammenfassen.

Satz L6p perfektioniert das ,Anheften einer Zelle".

Gewappnet mit diesen lehrreichen Vorbereitungen kénnen wir nun
zu jeder geschlossenen Flache die Fundamentalgruppe préasentieren.
Der folgende Satz enthilt insbesondere die beiden vorigen Beispiele
St x S! und RP2. Da Sie diese beiden detailliert verstehen, wirkt der
allgemeine Fall hoffentlich natiirlich und weniger wunderlich.




Fundamentalgruppen geschlossener Flachen 7

Satz L6m: Flachengruppen

Fir die geschlossenen Flachen Fi haben wir Gruppenisomorphismen
7T1<Fg+7 LU()) = G; = <CL1, bl? ceey Qg bg ‘ alblal_lbl_l ".agbgaglbgl _ 1>’

7T1<Fg_ x0> & G; = <CO761) °"7cg|COcOclcl "'Cgcg — 1>

/ -
Yo 2

K" = K\ {{a,b,c}}
L< K',|L| ~|K'|

o L638
Fundamentalgruppen geschlossener Flachen Erliuterung

Beweis: Wir betrachten die Fliche F = D?/{w) im Polygonmodell (K3E)
mit Flaichenwort w = a;b,a7'b7" -+ a b,a, b " der Lange n = 4g. Der Fall
W = ¢yCq ... C,C, Mit n = 2 + 2g ist analog. Wir realisieren D? als n—Eck;

jede Randkante unterteilen wir in drei Teilintervalle; das Innere unseres
n—Ecks unterteilen wir ausreichend fein wie oben skizziert. Wir erhalten

den Simplizialkomplex (K, L) mit |K| = D?/(w) und |L| = S* /{w).

Wir folgen nicht ,Schema F*, sondern gehen geschickt geometrisch vor.
Der Komplex L ist ein Graph: Alle Eckpunkte des n—Ecks werden in |L|
zu einem einzigen Punkt z,. Jede der Kanten a,, by, ..., a,,b, bildet in L
eine Schleife. Daher ist 7, (|L|, 7) frei mit den Erzeugern ay, by, ... ,a,,b,.
Das Umlaufen des n—Ecks ergibt unser Flaichenwort w in 7, (|L|, z,).

Aus K entfernen wir ein Dreieck A = {a, b, ¢} € K wie skizziert und
erhalten den Teilkomplex K’ = K \ {A}. Die Inklusion |i| : |[L]| & | K|
erlaubt als Retraktion r : |K’| — |L| die radiale Projektion auf den Rand
des n—Ecks, entsprechend S' & D? \ {0} mit Retraktion r(2) = z/|z|.
Das Paar (|i|,r) : |L| & |K’| ist ein starker Deformations-Retrakt.
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Fundamentalgruppen geschlossener Flachen

Wir schauen genau hin! Die Inklusioneni: L < K’ und j: K’ & K
induzieren die folgenden Gruppenhomomorphismen:

(a1,by,...,a4,b,]—) T%]D) m (L, zg) %) m (K 2) e ™ (K, zg)
arbyar byt agbar byt — [w] > Jw'] > 1

Das Paar (Ji|,r) : |L| & |K’| ist ein starker Deformations-Retrakt,
induziert also den zugehoérigen Gruppenisomorphismus

(Mﬁarﬁ) sy (K|, ) =2 i (|L], 7).

Die Inklusion j : K’ < K induziert den Homomorphismus

gy s m (K’ 1) = m (K, z). Er ist surjektiv, denn es kommt nur ein
Dreieck und damit eine Relation hinzu (L61): Der Kantenzug

w’ = zyabcax, wird nullhomotop. Dank r sehen wir w" ~ w.

Beim Ubergang von K’ zu K fiigt das zusitzliche Dreieck A
die Relation w’ hinzu. Das beweist die behauptete Prasentation. =~ |QED

Fundamentalgruppen geschlossener Flachen -

Vertraute geometrische Darstellung: Die rote 2-Zelle schliefit die Flache!

X

Dieses Argument gilt fiir alle geschlossenen Flachen: Wie in obiger
Abbildung zerlegen wir Fif = X UYin zwei berandete Flachen X =~ F -,
und Y = D% Der gemeinsame Rand X NY = 0X = dY stellt in 7, (X, z,)
das Flichenwort w dar (L6m). Hingegen ist der Rand in Y = D?
zusammenziehbar. Wir erhalten hieraus 7, (Ff, x,) wie in Satz Lém.
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Abelschmachung der Flachengruppen

Hg = (Gg)ap = (a1, 01, ., a4, by ‘ [ay, by] =+ [ag, bg] = 1)
- <a17b17 7ag7bg ’ [ai7aj] — [aivbj] — [bi’bj] =1, [alabl] [ag7bg] - 1>
- <a1abla 7a’g7bg ’ [%a@j] — [aivbj] — [bi7bj] — 1> ~ 7%

k. . ¢
(R h™Y) = 229 o (G )y + (Kyy gy ko £g) 2 @l b1 - ag? by

Hy = (Gg)ap = (CosC1s e 6g | et g = 1)y,

= (cy, €15 --- ,Cq | [ci, el =1, cici ---cg =1)

= (t, ¢y, 1, ey Cg ‘ [Ci,cj] =1, t =cyey ¢y, t2 =1, [t,¢;] = 1)

= (t,cpsemncg [P =1, [t =1, el =1) = Z/2xZI

bt )2 X 9% (G )y ¢ (ko + 22k, k) 5 cfockothe o gotho

W (G )y 2 ZJ2 X 9 ¢ ot g 5 (b + 22,0y — by, .. £y — )
Abelschmachung der Flachengruppen Exliuterung

Die Abelschmachung der Prasentation (h, k) : (S| R) = G liefert eine
Prasentation der Abelschmachung G, , siehe L30Q: Es geniigt, alle
Kommutatorrelationen [a, b] = 1 mit a,b € S hinzuzufiigen.

In (G )., wird hierbei die Relation [a;,b,] - [a,,b,] = 1 redundant.

In (Gy),, konnen wir den Erzeuger ¢, durch ¢t = ¢yc; -+ ¢,, ersetzen.
Diese Rechnung gelingt hier ad hoc ohne grofie Schwierigkeiten.

Die Umformungen sind Beispiele von Tietze-Transformationen (L3s).

Aufgabe: Sind zwei dieser Gruppen isomorph? Losung: Nein!

(1) Der Klassifikationssatz endlich erzeugter abelscher Gruppen
garantiert, dass die Gruppen HF untereinander nicht isomorph sind.

(2) Alternativ gelingt dies direkt: Jede Gruppe H, hat ein Element
der Ordnung 2, dies gilt fiir keine der Gruppen H, . Innerhalb jeder
der beiden Familien geniigt dann Zahlen von Homomorphismen:
Wir finden hier fHom(H,;,7Z/2) = 2?9 und fHom(H, ,Z/2) = 291,
Alternativ hilft fHom(H,,Z/3) = 3% und tHom(H, ,Z/3) = 39.

(3) Schon $Hom(G%,Z/p) unterscheidet die Flachengruppen!




Klassifikation kompakter Flachen L643

Satz L6n: Klassifikation geschlossener Flachen

Fiir die geschlossenen Flachen Fi und ihre Gruppen Gf = m, (Ff, %) gilt

Hi = (Gf),, =~ 7% und
H: = (G5 ), = Z/2 x Z9.

Fiir je zwei Paare (¢, g) # (0,h) mite, 0 € {£+} und g, h € N folgt daraus:
1 H: % Hj, — Die abelsch gemachten Gruppen sind nicht isomorph.

2 G% % GY, — Die Flichengruppen sind nicht isomorph.

3 F: % Ff — Die Flichen sind nicht homotopie-dquivalent.

4 F¢ 2 FY — Die Flichen sind nicht homéomorph.

Beweis: Wir nutzen dankend die zuvor entwickelten Funktoren:

quot
G4L

S ab
> hTop, o Grp e > Ab

Top,

Fix2F) —— F;~F, — G5=G) —— H; = Hj

o (e . . L644
Klassifikation kompakter Flachen Erliuterung

© Jeder Funktor erhilt Isomorphismen (H4F). Wir tibersetzen so unser

urspriingliches Problem in Top, in immer leichtere Probleme, bis wir es

schliefilich 16sen konnen. In Ab gelingt es routiniert und erfreulich leicht!
Durch Kontraposition erhalten wir die obigen Aussagen (1-4).

© Es ist ein bemerkenswerter Gliicksfall, dass sich die Flachengruppen
leicht berechnen lassen (L6Mm), und bereits ihre Abelschmachungen (L6N)
zur Unterscheidung geniigen. Dass alles am Ende so einfach wird, war
nicht zu ahnen oder vorherzusehen. Wir freuen uns umso mehr iiber
diesen wunderbaren Erfolg. Das Gliick ist mit den Tichtigen.

© Am Anfang dieser Vorlesung haben Sie die Euler—Charakteristik
kennengelernt und seitdem gerne als Invariante genutzt. Die Invarianz
beweist man am besten mit Homologie in der Algebraischen Topologie.
Das musste ich hier als Kredit aufnehmen. Die Fundamentalgruppe bietet
eine Alternative, und fiir diese konnen wir bereits jetzt alles beweisen!
Fiir die Flachenklassifikation habe ich meinen Kredit damit beglichen.




L645
Anheften von Zellen

1 f:Sv A 2
/N X=AuU,D" .
/ \960 o N

A A

Satz L6p: Anheften einer Zelle

Sei A wegzshgd und X = AU, D" entstehe durch Anheften einer n-Zelle.
Als Fuflpunkt wahlen wir x, = f(e;). Die Inklusion ¢ : (A, z,) < (X, z)
induziert den Gruppenhomomorphismus ¢, : 7y (A4, ) — m (X, ().

1 Fur n = 1ist ¢, injektiv: m (X, z,) entsteht durch Hinzufiigen eines
freien Erzeugers [y], mit v : [0, 1] — X von z, tiber D! und in A zuriick.

2 Fur n = 2 ist ¢, surjektiv: m; (X, ;) entsteht durch Hinzufligen einer
Relation [y] = 1, die Schleife (t) = f(e*™') ist zusammenziehbar.

3 Furn > 3 ist 1, ein [somorphismus.

Beispiele: So prasentieren wir (1) die Fundamentalgruppe jedes Graphen,
(2) jedes SKomplexes, insbesondere die Flichengruppen Gf = m; (F§, *).

L646
Anheften von Zellen Exliuterung

Satz L6p gilt ebenso fiir das simultane Anheften beliebig vieler Zellen.
Wir sind mit diesem niitzlichen Prinzip bereits vertraut aus unseren
Berechnungen der Fundamentalgruppe 7, (K, z,) jedes zshgden
Simplizialkomplexes K gemaf Satz L61. Zunichst wéhlen wir einen
Spannbaum 7' C K (I3j); dieser ist zusammenziehbar (J8F).

1 n = 1: Anheften jeder weiteren Kante liefert einen freien Erzeuger.
2 n = 2: Anheften jedes Dreiecks liefert eine Relation (evtl. redundant).
3 Anheften hoherer Simplizes andert die Fundamentalgruppe nicht.

© Diese zellulare Sichtweise hat einen enormen praktischen Nutzen:

Jeder verniinftige Raum X lasst sich als Zellkomplex darstellen, also
durch sukzessives Anheften von Zellen DY, D', D?, D3, ... aufbauen:

X = USLO:O Xn’ Xn = Xn—l Ufn (In X Dn)) fn . In x SPt — Xn—l

Hierbei ist I, irgendeine (diskrete) Indexmenge und z&hlt die n—Zellen.
Dieser induktive Aufbau ist eine effiziente Beschreibung des Raumes
und fiithrt direkt uns zur Prasentation der Fundamentalgruppe.




Anwendung: projektive Raume Lo47

SO « » ST« y §2 « y §3 <
¥S° ¥5° ¥S° ¥S°

RPY « = s RP} « 22 s RP2 « 2 20° s RP3 «——20¢
St « y S3 y §° « s S7
st st st st

cpl) ———— CP! ————— CP? ——— CP? —————— ...

Satz L6T: Fundamentalgruppen der projektiven Raume
(R) Die Inklusionen RPY «— RP! < RP? < RP? < ... induzieren

~ ~

WlRPO T) 7T1R]P>1 T) Wlsz L;ﬁ> WlRpg T)
1= 1= = =

{1} « Z » L2 ——— L2 ———— ...

© Die Schleife, die einmal um RP! = S! lauft, erzeugt 7, RP* =~ 7Z
und iiberlebt in 7; RP"™ mit n > 2 als das Element der Ordnung 2.

(C) Im komplexen Fall ist ; CP™ trivial fiir alle n € N.

~
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Anwendung: projektive Raume Erliuterung

© WIir nutzen dankend die Zellstruktur von RP" und CP", siehe K2j.
Dieser induktive Aufbau beschert uns sofort die Fundamentalgruppe!

© Die kleinsten Beispiele RPY = {x} und RP! 2 S! und RP? sind speziell,
daher haben wir diese separat durchgerechnet und ausfiithrlich diskutiert.
Ab da stabilisiert sich die Fundamentalgruppe, das heif3t, fiir alle n > 2

stiftet die Inklusion den Isomorphismus 7 (inc) : 7 (RP") 2% 7, (RP"™*1),

© Auch komplex sind die kleinsten Beispiele CP° = {x} und CP! = §?
speziell und erstaunlich und lohnen unsere detaillierte Untersuchung.
Die Fundamentalgruppe ist und bleibt hier jedoch von Anfang an trivial!
(Der komplexe Fall ist wie so oft leichter als der reelle.)

Ubung: Beweisen Sie folgende Konstruktion durch Ankleben von Zellen:
Zu jeder beliebigen Gruppe G existiert ein Simplizialkomplex (K, z) mit
einem Isomorphismus h : 7 (K, z,) = G. Ist G frei, so geniigt ein Graph
(dim K < 1), allgemein geniigt dim K < 2. Genau dann kann K endlich
gewahlt werden, also | K| kompakt, wenn G endlich prasentierbar ist.
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O Spannbaum - Prasentation der Fundamentalgruppe

O Spannbaum

Ein Lied zur Berechnung der Fundamentalgruppe eines Zellkomplexes

Moterel Géobermann

Traditionell

n d=85 o .
A J— I I i — b | —g I ——
G e
0. O Spann-baum, o Spann-baum, Wir brau-chen Dei-ne Blat-ter. Wir
g, _ — —
% = . e e S T ™ S S—" S——
) — ! 2 i ~ o
bau-en uns' - ren Raum daraus und rech-nen sei - ne Grup-pe aus. O
9_p . . .
A+ —1 I N _il = 5 i I I <
g - : : —e ‘ S
Spann - baum, o Spann - baum, Wir brau-chen Dei - ne Blat - ter.

Eine schone Zusammenarbeit von Moritz Gosling und Walter Huober
auf Anregung von Michael Eisermann in der Algebraischen Topologie
im Wintersemester 2017/2018. Uraufgefiithrt im Okumenischen Zentrum
bei einem unvergesslichen Musikabend des Fachbereichs Mathematik.

O Spannbaum - Prasentation der Fundamentalgruppe
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0. O Spannbaum, o Spannbaum,
wir brauchen Deine Blatter.

Wir bauen uns’ren Raum daraus,
und rechnen seine Gruppe aus.
O Spannbaum, o Spannbaum,
wir brauchen Deine Blatter.

1. O Spannbaum, o Spannbaum,
trivial ist Deine Gruppe!

Wir spannen nun Erzeuger ein,

das wird des Graphen Gruppe sein.
O Spannbaum, o Spannbaum,
trivial ist Deine Gruppe.

2. O Einskomplex, o Einskomplex,
wie frei ist Deine Gruppe!

Wir kleben nun k-Zellen an,

das andert uns’re Gruppe dann.

O Einskomplex, o Einskomplex,
wie frei ist Deine Gruppe.

3. O Zweikomplex, o Zweikomplex,

was machen denn 2-Zellen?

Zusammenziehbar, wie sie sind,
sind Relationen dann ihr Kind.
O Zweikomplex, o Zweikomplex,

was machen denn 2-Zellen?

4. O Zellkomplex, o Zellkomplex,
wir kennen Deine Gruppe.

Fiir k gleich oder grof3er drei
andert sich nichts, es bleibt dabei
O Zellkomplex, o Zellkomplex,

wir kennen Deine Gruppe.

5. O Zellkomplex, o Zellkomplex,

wir fanden Deine Gruppe.

Pi-Eins-Gruppen, das ist bekannt,
sind topologisch invariant.
O Zellkomplex, o Zellkomplex,

wir fanden Deine Gruppe.
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Mathematik in musikalischer Form Exkurs

O Spannbaum vertont einen mathematischen Satz und steht damit in
einer langen und ruhmreichen Tradition von Liedern iiber Mathematik,
egal ob als Wiirdigung oder Merkhilfe oder aus iiberquellender Freude
iber eine beachtliche intellektuelle Leistung in vollendeter Form.

Choral (der Hauptsatz)
10 Sopran, Alt, Tenor, Bass

Berithmt ist hierzu im deutschsprachigen Raum die ,Hauptsatzkantate —
Vertonung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung nebst
Beweis, Anwendungen und historischen Bemerkungen fiir vierstimmigen
Chor, Mezzosopran-, Tenor-Solo und Klavier®, siehe youtu.be/4n6aB4aasyag.
Geschrieben und vertont wurde sie vom Mathematiker Friedrich Wille

(1935-1992), erschienen 1984 in seinem Buch Humor in der Mathematik.
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Mathematik in musikalischer Form Exkurs

“I heard there was a

““sequence of chords...”

2 +2

{0 . /A\\\ (/ (//“\\ / 3 \‘\ ’/" \\‘
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43

= — R

Grant Sanderson alias 3bluelbrown singt How they fool ya (live),
youtu.be/N0Csdhzo6Jg und warnt eindriicklich vor voreiligen Schliissen.

Die Unendlichkeit der Primzahlen und das Problem der Primzwillinge
besingt hinreiflend Ain’t No Twin Primes (live), youtu.be/djzKCZHeVjY.

Ansprechend finde ich auch Hilberts Hotel vertont als Hotel Infinity von
Lawrence Mark Lesser, sieche B227, larrylesser.com/greatest-lesser-hits.

Er lehrt als Statistiker und verbindet Weisheit und Wortwitz in Liedform,
siehe youtu.be/XGw6AtRWMA4&t=128s. Jetzt mochte ich mehr Statistik lernen.



https://youtu.be/4n6aB4aasyg
https://de.wikipedia.org/wiki/Hauptsatzkantate
https://de.wikipedia.org/wiki/Hauptsatzkantate
https://de.wikipedia.org/wiki/Hauptsatzkantate
https://de.wikipedia.org/wiki/Hauptsatzkantate
http://youtu.be/4n6aB4aasyg
https://youtu.be/NOCsdhzo6Jg&t=80s
https://youtu.be/djzKCZHeVjY
https://youtu.be/NOCsdhzo6Jg&t=80s
https://youtu.be/NOCsdhzo6Jg&t=80s
https://youtu.be/djzKCZHeVjY
https://www.math.utep.edu/faculty/lesser/Hotel(Called)Infinity.mp3
http://larrylesser.com/greatest-lesser-hits
http://youtu.be/XGw6AtRWMA4&t=128s

Anwendung: orthogonale Gruppen Loss3

Dank G56 gilt GL R ~ SO, R, somit 7; GL, R = 7, SO, R, dank F1¢
SO; R ={1},SO, R =S, SO;R = RP? und SU, C = {1}, SU, C = S°.

Satz L6u: Fundamentalgruppen der orthogonalen Gruppen
(R) Die Inklusionen SO; < SO, < SO; < SO, < ... induzieren

= =

7180, ——» m 80; ——» m 80; —— m 80, —=— ...

= 1= = 1=

{1} W/ » 12 ———— 7)2 ——— ..

© Die Schleife, die eine volle Drehung realisiert, erzeugt 7, SO, =~ Z
und tiberlebt in 7; SO,, mit n > 3 als das Element der Ordnung 2.

(C) Im komplexen Fall ist 7, SU, trivial fiir alle n € N.

Den Anfang SO, < SO5 haben wir hier ad hoc behandelt. Die gesamte
Folge erhélt man in der Algebraischen Topologie aus der langen exakten
Homotopie-Sequenz fiir Faserbiindel. Diese Technik steht uns leider noch
nicht zur Verfiigung, ich bleibe diesen Teil daher vorerst schuldig.
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Kolner Dom von Unbekannten um 360 Grad gedreht

.|| Der Postillon, www.der - postillon.com/2013/08/

Koéln (dpo) — Unbekannte haben vergangene Nacht den Kélner Dom aus
seiner Verankerung gelost, leicht angehoben und um exakt 360 Grad gedreht.
Die Tat war offensichtlich von langer Hand geplant, wurde sehr
professionell ausgefiihrt und verlief nahezu spurenlos. [...] Zur Stunde
arbeitet ein Gutachterteam aus Statikern und Architekten fieberhaft daran,
herauszufinden, in welche Richtung der Dom iiberhaupt gedreht wurde.



http://www.der-postillon.com/2013/08/

Wir tanzen m; SO,: Drehungen in der Ebene! -

Wenn Sie eine Figur in der Ebene R? um 360° drehen, dann liegt sie
genau wie zuvor. Nicht trivial jedoch ist der durchlaufene Weg

cos(2mt) —sin(27t)

ay R D[0,1] = SO, : t sin(27rt)  cos(2nt)

Wegen SO, = S! wird 7; SO, frei von [a,] erzeugt:
(805, 1) = ([ao] | =) ¢ Z s n > [ay]" = [t = ay(nt)]

Fur jedes t € R ist a,(t) € SO, die Rotation der Ebene R? mit Winkel 27t.
Somit ist a, eine Schleife in (SO,, 1). Jedes Element in 7, SO, ist eine
n—fache Drehung und genau dann trivial, wenn n = 0 gilt.

© Wie in jeder toplogischen Gruppe (G, 7, -, 1) gilt auch hier [a]* = [a*]
denn a * 8 ~ a - B ~ 8 * a. (Ubung zur Wiederholung, siche L449!)

© Sie konnen das visualisieren, ja sogar korperlich spiirbar erfahren,

wenn Sie sich in ein Tuch oder Seil einwickeln und wieder auswickeln!
Das ist eine Besonderheit der Ebene. Im Raum geschieht ein Wunder...

b
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Wir tanzen m; SO4: Drehungen im Raum!

Wenn Sie einen Korper im Raum R? um 360° drehen, dann liegt er wieder
genau wie zuvor. Wer bei der Bewegung nicht zugeschaut hat, bemerkt
tiberhaupt keinen Unterschied. Doch die Fundamentalgruppe merkt sich
diese Drehung! Nicht-trivial ist auch hier der durchlaufene Weg

cos(2nt) —sin(2nt) O
az : R D [0,1] = SO4 : t+— | sin(27t) cos(2mt) 0
0 0 1

Wegen SO, = RP? wird m; SO5 von [a3] erzeugt, wobei [a;]? = [1]:
(803, 1) = ([ag] | [as)® = [1]) < Z/2 : n +2Z 1= [ay]" = [t = az(nt)]

© Fir jedes t € R ist a5(t) die Rotation des Raumes R mit Winkel 27t
um die z—Achse. Somit ist a4 eine Schleife in (SO4, 1). Sie reprasentiert
das nicht-triviale Element in 7, SO3,1 = 7Z/2. Der Weg « ist auch hier
nicht-trivial, also [a;3] # [1], doch die zweifache Drehung ist trivial,

[a3]* = [1]. Wie kann man das verstehen, visualisieren oder gar spiiren?




Was die Welt im Innersten zusammenhalt!
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© Mathematik erklart, was die Welt im Innersten zusammenhalt!

7T1 E;(:)g = ZZ//ZZ

uerméglicht

Spin-%-Teilchen (Fermionen)

Merméglieht

Pauli—Ausschlussprinzip

uerméglicht

Stabilitat der Materie

Merméghcht

Orbitale, Chemie, Biologie, ...
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Was die Welt im Innersten zusammenhalt! Erliuterung

Warum sollte uns m; SO4 interessieren? Hat die Mathematik reale
Bedeutung? Hat die Topologie spiirbare Konsequenzen? Oh, ja!

Wir leben in drei Raumdimensionen, zumindest scheint dies ein gutes
Modell, und die Tatsache 7, SO5 = Z/2 hat physikalische Bedeutung;:
Jedes Elementarteilchen steht mit dem umgebenden Universum in
Wechselwirkung. (In der folgenden Turniibung spielt die Tasse das
Teilchen, Sie das Universum und Ihr Arm die Wechselwirkung.)

Nun eroffnet 7, SO; = Z/2 die Moglichkeit, dass einmalige Drehung
nicht trivial ist, aber zweimalige Drehung schon. Je nachdem, ob das
Teilchen auf diesen Unterschied reagiert oder nicht, spricht die Physik
von halbzahligem oder ganzzahligem Spin, und die Teilchen heifien je
nach ihrem Verhalten Fermionen oder Bosonen.

© Das ist zunichst nur eine theoretische Moglichkeit, doch die Natur

will es tatsachlich genau so: Das Elektron hat diese Spin—-’-Eigenschatft,

es spiirt und merkt sich, wenn es um 360° gedreht wird.
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Was die Welt im Innersten zusammenhalt! Exliuterung

Ebenso zu den Fermionen gehdren Protonen und Neutronen, aus denen
Atomkerne aufgebaut sind, und alle massebehafteten Elementarteilchen.
Zu den Bosonen gehoren zum Beispiel die Photonen, die fiir das Licht
und elektromagnetische Felder verantwortlich sind.

© Der Spin hat in der Quantenmechanik weitreichende Konsequenzen:

Bei Vertauschung identischer Fermionen wechselt ihre Wellenfunktion W
das Vorzeichen; insbesondere konnen nicht beide im selben Zustand sein,
denn sonst ware ¥ = —V, also ¥ = (. Das sorgt unter anderem dafiir,
dass Elektronen im Atom verschiedene Energieniveaus besetzen miissen
und tragt somit zur Stabilitdt der Materie bei.

Bei Vertauschung zweier Bosonen hingegen bleibt ihre Wellenfunktion ¥
unverandert. Im Gegensatz zu Fermionen konnen deshalb viele Bosonen
im selben Zustand sein. Das nutzt man insbesondere beim Laser.
Theoretische Erkenntnisse werden bemerkenswert rasant technologisch
genutzt und sind schon lange in unserem Alltag angekommen.
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Was die Welt im Innersten zusammenhalt! Exliuterung

Der Physiker Paul Dirac (1902-1984) entdeckte das Phanomen des Spin
theoretisch, als er 1928 die Schrodinger—Gleichung der Quantenmechanik
relativistisch formulierte. Die resultierende Dirac-Gleichung ergibt sich
dabei aus mathematischer Notwendigkeit. Sie impliziert unter anderem
die Existenz von Anti-Materie. Dies war bis dato weder beobachtet noch
vermutet worden, wurde aber im Anschluss an Diracs theoretische
Erkenntnis tatsdchlich experimentell bestatigt.

Diese Geschichte illustriert, wie sich Theorie und Praxis gegenseitig
befruchten, und belegt insbesondere, dass manchmal die Theorie der
Praxis vorauseilt: Mit Mathematik sieht man mehr. Diracs Theorie ist
einer der groflen Triumphe der Physik! Er erhielt fiir diese Leistung 1933
den Nobel-Preis, zusammen mit Erwin Schrédinger (1887-1961).

© Nun will ich nicht den Eindruck erwecken, die Berechnung von

7, S04 = 7Z/2 ware hier das Wichtigste. Vielmehr ist diese Eigenschaft
des Raumes die topologische Grundlage, auf der sich die mathematische
und physikalische Theorie der Dirac—Operatoren entfaltet.
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Wir tanzen 7; SO,: der Tassentrick

Ubung: (Folklore) Halten Sie eine gefiillte Tasse auf Ihrer Hand und
drehen Sie diese behutsam vor sich um 360° um die vertikale Achse.
Ihr Arm befindet sich nun in angespannter Haltung. Natiirlich konnen
Sie die Drehung genauso riickgédngig machen und Ihren Arm so wieder
entspannen. So verriickt es klingt, statt die Drehung riickgangig zu
machen, konnen Sie auch dieselbe Drehung noch einmal durchfiihren,
um lhren Arm zu entspannen!

© Bei Lerntypen unterscheidet man auditive, visuelle, kommunikative,
motorische, uvm. Wenn Sie motorisch lernen, sollten Sie das unbedingt
selbst ausprobieren. Wenn Sie visuell lernen, dann lassen Sie es sich hier
feierlich vorfihren. Wenn Sie auditiv lernen, dann lassen Sie es sich
mitreifiend erklaren. Wenn Sie kommunikativ lernen, dann erzahlen Sie
auf den nachsten Parties neidisch-staunenden Kommiliton:innen von
Ihrer phantastisch guten Topologie-Vorlesung und Ihren vielen schonen
Aha-Erlebnissen. Nicht nur reden, auch gleich machen: Fiithren Sie
publikumswirksam Diracs Spin-Trick vor! Gern geschehen.

Dirac—Spin-Trick: Rodrigues zeigt a3 ~ 1. ; ! ; oz’ o
1 1| |1 1

Aufgabe: Konstruieren Sie in SO; explizit ‘ H y ‘ K »

Homotopien H: a3 ~ 1und K : a3 ~ az*. o2 as

Losung: Die Drehung des R® um die Achse s € S? mit Winkel 6 € R ist
leicht explizit anzugeben dank der eleganten Rodrigues—Formel (K2p):

p(5,0) : R =R : x> x+sin(f) s x x+ (1 —cos(d)) s x (sxz).

Wir erhalten die stetige Surjektion p : S x R - SO; C GL, R,
Der Weg ~v: [0,1] — S? : t = (0, sin(mt), cos(rt)) fithrt vom Nordpol
v(0) = (0,0,1) zum Siiddpol v(1) = (0,0, —1). Wir erhalten

K :[0,1]2 = SO5 : (t,u) = p(y(t),27u).
Nach Konstruktion ist K stetig. Fiir alle ¢, u € [0, 1] finden wir:
K(t,0)=id, K(t,1)=id, K(0,u) = az(u), K(1,u)= az(u)™,
Daraus erhalten wir die gesuchte Homotopie H : a3 ~ 1 vermoge

H :[0,1]> = SO; : (t,u) = p(y(t), 27u) - p(v(0), 27u).




L663

Dirac-Spin-Trick: Der Zopf zeigt a3 »~ 1.

Lasst sich der folgende Zopf z entwirren?

)

eine volle Drehung

Z

Lasst sich der ,,doppelt so komplizierte® Zopf 2? entwirren?

zwei volle Drehungen

Z

Hier wirken Drehungen ganz direkt, und so wird m; SO4 leicht fasslich.
Tatsachlich gilt z « 1, das beweist a5 « 1. Der Zopf ist unser Zeuge!
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Dirac—Spin-Trick: Der Zopf zeigt a3 = 1. Exlauterung

Auch dahinter steckt wunderschone Mathematik! Emil Artin fithrte 1925
die Zopfgruppe B,, auf n Strangen ein und bewies die Prasentation

L A J )

$;8:8; = s:s;8; fur |i—j| =1
B, = <31,...,sn1 :

Auch Dirac-Zopfe auf n Strangen bilden eine Gruppe B;,. Dies ist Artins

Zopfgruppe B, mit der zusatzlichen Relation s;s, s, 15, 1858, = 1.
q — A —
E\ / /\ E E
5 D /\ 5 g

Die Abelschmachung B, — Z bzw. o : B), = Z/2(n — 1) mit s + +1
zéhlt Kreuzungen mit Vorzeichen. Die Invariante a(z) = 2 % 0 zeigt

z « 1. Das Hindernis verschwindet fiir a(2?) = 0. Tatsachlich lisst sich
der Zopf 2? entwirren (Rodrigues). Probieren Sie es, es wirkt wie Magie!
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