Prof. Dr. Michael Eisermann . Topologie

Kapitel M

Uberlagerungen topologischer Riume

Non quia difficilia sunt non audemus,
sed quia non audemus difficilia sunt.

[Nicht weil es schwierig ist, wagen wir es nicht,
sondern weil wir es nicht wagen, ist es schwierig. |

Seneca, Moralische Briefe an Lucilius
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Was sind und was sollen Uberlagerungen? Motivation
g g

Eine Uberlagerung p : X — X ist eine besonders schéne Abbildung.
Sie kennen und nutzen bereits typische Beispiele wie Polarkoordinaten

p: Ry xR —R2\ {0} : (r,t) > (rcost,rsint).

Jede Uberlagerung p : X — X sieht lokal aus wie ein Pfannkuchenstapel:
Der Raum X wird iiberdeckt durch offene Mengen U C X, deren Urbild
p 2 (U) = | J;e; U; disjunkte Vereinigung offener Mengen U, C X ist,

die jeweils durch p homéomorph auf U abgebildet werden (M14).

Uberlagerungen begegnen uns frith in der mathematischen Ausbildung,
spatestens bei der Einfithrung komplexer Zahlen C, und ab da tiberall:

(1) Die komplexe Potenzfunktionp: C — C: w = w" mit n € N, ist
eine Uberlagerung (verzweigt im Nullpunkt). Warum gibt es komplex
(anders als reell!) keine stetige Wurzelfunktion ,,3/ : C — C"?

(2) Die Losung quadratischer Gleichungen 22 + pz + ¢ = 0 durch die
(komplexe) Mitternachtsformel {z,, z,} = {—p/2 + \/p?/4 — q}.
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Was sind und was sollen Uberlagerungen? Motivation

(3) Ganz allgemein polynomielle Gleichungen: Jede Polynomfunktion
f:C— Cmit f(2) =2" +ay2" t + - +a,_ 2+ a, ist eine n-bléttrige
Uberlagerung, verzweigt iiber den kritischen Werten von p (M1H).

(4) Ebene Polarkoordinaten: Die trigonometrische Parametrisierung der
Kreislinie, p : R — S! : ¢ i+ (cost, sint), ist eine Uberlagerung. Warum ist
die Polardarstellung z = r - (cost + isint) fir z € C* nicht eindeutig?

(5) Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C* : 2 5 Y% 2" /!
ist eine Uberlagerung. Warum gibt es (anders als im Reellen!) keinen
stetigen komplexen Logarithmus ,ln : C* — C"?

Diese Konstruktionen und Fragestellungen reichen zuriick bis zu den
Anfingen der komplexen Zahlen: Die Gleichung 22 + 1 = 0 provoziert
die Einfithrung von ,V/—1 = +i“ und fithrt zum Fundamentalsatz der
Algebra (J1T). Diese liberaus erfolgreichen Anwendungen sind bis heute
ein guter Grund zur Nutzung komplexer Zahlen, in der Mathematik
ebenso wie iiberall in Naturwissenschaften und im Ingenieurwesen.
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Wozu nutzen wir Uberlagerungen? Motivation

Allein dies wiirde eine ausfiihrliche Behandlung von Uberlagerungen
rechtfertigen. Die allgemeine Betrachtung beschert uns zudem zahlreiche
weitere Beispiele und niitzliche Anwendungen, wie etwa Uberlagerungen
von Graphen, von Flachen und von Lie-Gruppen wie SO, R und SO; R

Im vorangegangenen Kapitel L haben wir die Fundamentalgruppe

7, (X, zy) konstruiert, berechnet und nutzen gelernt. Dieses Kapitel M
untersucht das duale Konzept der Uberlagerungen p : (X, Z,) — (X, z,).
Diese Dualitat inkarniert ein extrem erfolgreiches Paradigma:

Gruppen wollen operieren!

Wir miissen einer Gruppe nur einen geeigneten Bereich zur Verfiigung
stellen, auf dem sie operieren kann, und schon entfaltet sie dort ihre
Wirkung und enthiillt ihre Wesensziige. Das wollen wir nutzen.

Dies gilt insbesondere fiir Fundamentalgruppen: Sie operieren auf
Uberlagerungen. Beide sind in einem prizisen Sinne dual zueinander.
Dies ermdglicht Berechnungen und wirkungsvolle Anwendungen.

L M008
Galois—Uberlagerungen Motivation

Zahlreiche und besonders schone Uberlagerungen entstehen nach
folgendem Muster als Quotienten geeigneter Gruppenoperationen:

Satz M4a: kurze exakte Sequenz

Fiir jede freie diskontinuierliche Operation G ~ X -4 X ist der Quotient
¢ eine Uberlagerung. Ist X wegzusammenhéngend, so nennen wir dies
eine Galois—Uberlagerung, und erhalten die kurze exakte Sequenz (SES)

1 —— (X, 5y) —— m(X, 1) —— G —— 1.

Exaktheit bedeutet ,Bild = Kern®. Hier heif3t das links: g, ist injektiv,
rechts: h ist surjektiv, und zwischen beiden gilt Im(q,) = Ker(h).

Dies induziert den Isomorphismus h : 7, (X, z,)/ Im(gy) > G.

Die Uberlagerung heif3t universell, wenn der iiberlagernde Raum (X,%,)
einfach zusammenhangend ist, also 7,(X) = {X} und 7, (X, Z,) = {1}.
Der Satz beschert uns dann den Isomorphismus 4 : 7, (X, z,) = G.
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Universelle Uberlagerungen Motivation

topologischer Raum universelle Uberlagerung
X einfach zshgd, etwa X = R" {1}~ X=X
einfach gelochte Ebene C* = C \ {0} 277 ~ C =5 C*
Kreislinie S!, projektive Gerade RP! Z ~ R - S!
Sphére S™ der Dimension n > 2 {1} ~ S"™ >~ §"
projektiver Raum RP", n > 2 {£1} ~ S™ - RP™
orthogonale Gruppe SO, R =~ S! Z. ~R — SO, R
orthogonale Gruppe SO; R =~ RP? {+1} ~S% - SO; R
Linsenraum L(p, q) Z/p ~S* - L(p,q)
Flache F, also S? oder RPP? Gt ~ S? - Fy, sphérisch
Flache Fft, Torus / Kleinsche Flasche | Gi ~ R? — Ff*, euklidisch
Flache F, Geschlecht g > 2 Gt ~ H? - Fj, hyperbolisch
Bouquet B von |S| Kreislinien (S|—) ~T — B, Cayley
SKomplex K mit 7, (K, z,) = (S| R) (S|R) ~ K - K
Hauptsatz: die Galois—Korrespondenz Motvation

Fundamentalgruppen und Uberlagerungen sind faszinierende Objekte.
Zwischen beiden gilt eine verbliiffende Dualitat: Zusammenhangende
Uberlagerungen von (X, z,) entsprechen Untergruppen von 7, (X, z).

Satz M5A: Galois—Korrespondenz
Sei X zusammenhéngend und lokal einfach zusammenhangend.

(1) Jede Uberlagerung p : (Y,y,) — (X, z,) definiert einen injektiven
Gruppenhomomorphismus p, : 7, (Y, yy) < 71 (X, ) und somit eine
charakteristische Untergruppe Im(p,) < (X, ).

(2) Zu jeder beliebigen Untergruppe H < 7, (X, x,) existiert genau eine
zusammenhingende Uberlagerung p : (Y,yy) — (X, 2,) mit Im(p,) = H.
Diese ist eindeutig bis auf Isomorphie.

(3) Genau dann ist die Uberlagerung p : (Y,y,) — (X, z,) galoisch,
wenn die charakteristische Untergruppe Im(p,) < m (X, z,) normal ist.
In diesem Fall operiert die Quotientengruppe G = Im(p;)\m; (X, z)
auf Yund ergibt die Galois—Uberlagerung G ~ (Y, y,) — (X, z;)-
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Analogie zur Integration Motivation

Zum Thema ,Dualitat” kennen Sie bereits viele Beispiele. Aus der
Linearen Algebra kennen Sie die Dualidt zwischen den Zeilen eines
linearen Gleichungssystems und den Spaltenvektoren einer Basis des
Losungsraums. Aus der Analysis wissen Sie, dass Integrieren und
Differenzieren zueinander invers sind (bis auf additive Konstanten).

Die Bestimmung der Fundamentalgruppe 7, (X, z,) durch Auffinden

einer umversellen Uberlagerung G ~ X —» X dhnelt der Berechnung des
Integrals [% f(x) dz durch Auffinden einer Stammfunktion F': [a,b] — R.
Hat man das Gluck oder das Geschick, eine Stammfunktion F explizit zu
beschaffen, so ist der Nachweis /'’ = f und die weitere Rechnung leicht.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung garantiert, dass es
zu jeder stetigen Funktion f solch eine Stammfunktion F gibt. Konkrete
Berechnungen konnen aber durchaus schwierig sein, wie jede:r weif3, die
sich daran versucht hat. Schlimmer, zu Funktionen wie f(z) = exp(—z?)
oder f(z) = sin(z)/x lassen sich Stammfunktionen nachweislich nicht
durch die tiblichen Funktionen ,in geschlossener Form® ausdriicken.

Mo12

Analogie zur Integration Motivation

Differenzieren ist Handwerk. Integrieren ist Kunst.

Dualitdt nutzen wir besonders gerne, je nach vorliegender Fragestellung,
wenn eine der beiden Seiten einfacher zu berechnen ist als die andere.
So kénnen wir uns von zwei Wegen zum Ziel den leichteren aussuchen!

Mit der Fundamentalgruppe m, (X, z,) verhélt es sich dhnlich: Haben wir
eine universelle Uberlagerung G ~ X —» X konkret vorliegen, so kénnen
wir hieraus die Gruppe 7, (X, z,) = G direkt ablesen. Die Schwierigkeit
besteht nicht in der abstrakten Existenzaussage, sondern in der expliziten
Konstruktion, moglichst konkret, informativ und einfach.

Der Hauptsatz der Uberlagerungstheorie garantiert insbesondere, dass es
zu jedem (hinreichend zusammenhiangenden) Raum X eine universelle
Uberlagerung gibt. Aber auch hier kann die konkrete Bestimmung und
die Untersuchung dieser Uberlagerung beliebig schwierig sein. Manche
Gruppen fithren unmittelbar auf unldsbare algorithmische Probleme wie
etwa das Wortproblem oder das Isomorphieproblem (§L3v).




. . . Mo013
Analogie zur Galois-Theorie Ausblick

In vielen giinstigen Féllen lassen sich diese Schwierigkeiten iiberwinden,
wie die oben genannten Beispiele illustrieren. Die Uberlagerungstheorie
stiftet dann eine niitzliche Ubersetzung zwischen topologischen und
algebraischen Daten. Sie ist eine grundlegende Technik der Topologie
und ein willkommenes Hilfsmittel in Analysis, Geometrie und Algebra.

Es gibt eine bemerkenswert enge Analogie zwischen der topologischen
Theorie der Uberlagerungen Y - X iiber dem Basisraum X und der
klassischen Galois—Theorie algebraischer Erweiterungen £ > K liber
dem Grundkoérper K: Die Automorphismengruppe Aut(E|K) bzw.
Aut(Y|X) erfiillt eine Galois—Korrespondenz von Untergruppen
einerseits und Erweiterungen bzw. Uberlagerungen andererseits.

[ [ | Taméas Szamuely: Galois groups and fundamental groups. CUP 2009
Adrien & Régine Douady: Algéebre. Théories galoisiennes. Dunod 1979

. . . Mo14
Anwendungen in Analysis und Geometrie Ausblick

Uberlagerungen treten auch in der Analysis natiirlich auf, besonders in
der Komplexen Analysis: Jede (nicht-konstante) holomorphe Funktion ist
eine (verzweigte) Uberlagerung. Bernhard Riemann hatte die geniale Idee,
Funktionen von der Enge ihrer ebenen Definitionsgebiete zu befreien
und auf Flachen auszudehnen, die berithmten Riemannschen Fldchen.

So verbindet sich die Komplexe Analysis auf schonste und tiefgriindige
Weise mit Topologie, Differentialgeometrie und Algebraischer Geometrie!
Nun will ich nicht behaupten, die Topologie wire hier der zentrale Punkt,
sie ist eher Grundlage und Wegbereiterin fiir noch reichere Strukturen.
Uberlagerungen und Gruppenoperationen sind der Ausgangspunkt und
willkommene Techniken, die sich nahtlos in das Gesamtkunstwerk fiigen.

[ [1Klaus Lamotke: Riemannsche Fldichen. Springer 2009
Otto Forster: Lectures on Riemann surfaces. Springer 1991
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Anwendungen in Geometrie und Physik Ausblick

Eine Lie-Gruppe G lasst sich lokal durch ihre Lie-Algebra g beschreiben
und untersuchen. Uberlagerungen bieten eine radikale Vereinfachung:
Wir kénnen zur universellen Uberlagerung p : G — G iibergehen.

Dann ist auch G eine Lie-Gruppe, und p ist ein Homomorphismus.

Fiir viele Zwecke konzentriert man sich daher zunichst auf einfach
zusammenhéngende Lie—Gruppen. Fiir die Drehgruppe SO; R zum
Beispiel finden wir die universelle Uberlagerung SU, C ~ S3 C H.

Auf dem Wege iiber Lie-Gruppen finden Uberlagerungen auch Eingang
in die Physik. Ebenso iber Mannigfaltigkeiten in der Relativitatstheorie;
wir diskutieren kurz die Orientierungsiiberlagerung in Satz M4p.

[ [1]John Stillwell: Naive Lie theory. Undergraduate Texts, Springer 2008
Brian C. Hall: Lie Groups, Lie Algebras, and Representations. Springer 2015
Wolfgang Kithnel: Matrizen und Lie-Gruppen. Vieweg-Teubner 2011
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Anwendungen in der Gruppentheorie Ausblick

Der Satz von Nielsen—Schreier (M5D) besagt: In jeder freien Gruppe ist
jede Untergruppe frei. Der Beweis gelingt leicht mit Uberlagerungen!

Fiir manche Rdume B ist in der universellen Uberlagerung G ~ E —» B
der Raum F nicht nur einfach zshgd, sondern sogar zusammenziehbar,
siehe obige Beispieltabelle. Das ist eine besonders wertvolle Information.
Wir nennen den Basisraum B := K (G, 1) dann klassifizierenden Raum;
er codiert geometrisch alle Eigenschaften unserer Gruppe!

Jede Gruppe G erlaubt einen klassifizierenden Raum, sogar simplizial
oder zellulir, und dieser ist eindeutig bis auf Homotopie-Aquivalenz.

Damit verbinden wir kombinatorische mit geometrischen Techniken

und nutzen topologische Werkzeuge zur Untersuchung von Gruppen!
Das hat sich als liberaus effizient und erfolgreich erwiesen.

[ [] Kenneth S. Brown: Cohomology of groups. GTM 87, Springer 1994
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Das Tangentialbiindel der Sphare S™

Zu jedem Punkt z € S™ ist der Tangentialraum an S™ gegeben durch
T,S" = {veR"|(z|v)=0}.
Diese fassen wir zum Tangentialbiindel zusammen: Der Totalraum ist
TS" = Upesn{z} X T,S™ = {(z,v) € S x R*" | (z|v) =0}.

Die Biindelprojektion p : TS® — S" : (,v) — z ist stetig. Uber jedem
Punkt z € S" sitzt die Faser p~!({z}) = {z} x T,,S™. Ein Vektorfeld auf
S™ ist ein Schnitt s von p, also s : S* — TS™ : z = (z,v(x)) stetig.

Das Tangentialbiindel der Sphare S™ Friutrung

© Zu jedem Punkt z € S" ist T,S" = {v € R"™ | (x|v) =0} < R
ein R—Untervektorraum der Dimension n. Anschaulich stellen wir uns
jeden Tangentialvektor v € T,,S™ in seinem Fufipunkt = angeheftet vor.
So wird jede Faser F, = {z} x T,,S™ zu einem R-Vektorraum dank der
Addition (z,u) + (x,v) = (z,u + v) und Skalierung (z,v)\ = (z,v\).

/\ Es hat hier gar keinen Sinn, Tangentialvektoren iiber verschiedenen
Fulpunkten = # & addieren zu wollen: Die Fasern F, = {z} x T,S™ und
F, = {z} x T;S" sind disjunkt und daher streng getrennt zu behandeln!
Dennoch wollen wir sie zu einem Gesamtobjekt zusammenfassen, also
,biindeln®. Genau dies leistet das Tangentialbiindel p : T'S™ — S".

© Das ist Lineare Algebra, hier als Familie linearer Gleichungen und
Losungsraume, und zwar stetig parametrisiert durch den Basisraum S".
Der Totalraum 7'S™ ist die disjunkte Vereinigung aller Tangentialraume.
Die Fasern (7,S™),.s» werden dabei gebiindelt und stetig verklebt:

Der Menge T'S™ geben wir die Teilraumtopologie im Produkt S x R™*1,
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Das Tangentialbiindel der Sphare S™ Erlauterung

/\ Der Totalraum T'S™ ist kein Vektorraum: Fur sich allein betrachtet ist
jede Faser p~1(x) = {2} x T,,S™ ein Vektorraum, aber Tangentialvektoren
iiber verschiedenen Fuflpunkten = # Z konnen nicht addiert werden.
Das ist weder algebraisch moglich noch physikalisch sinnvoll.

© Dank der prizisen Sprech- und Schreibweise besteht nun keinerlei
Verwechslungsgefahr zwischen dem Tangentialraum T,,S™ (dieser ist ein
Vektorraum, vermoge F, = {z} x T,,S™ angeheftet am Fuflpunkt x € S™)
und dem Tangentialbiindel p : TS™ — S™ (dieses besteht aus dem
topologischen Totalraum 7'S™ mit der Biindelprojektion p).

© Nach Konstruktion ist 7'S™ einerseits ein topologischer Raum und
zugleich die disjunkte Vereinigung der Vektorraume 7,S™ iiber x € S".
Wir stellen uns dies als eine , kontinuierliche Familie® von Vektorriumen
F, ={x} x T,S™ vor, ,stetig parametrisiert” durch den Fulpunkt = € S,
und ,stetig verklebt” durch die Topologie des Totalraums T'S™.

Diese Idee des Biindels (F,),.s» Wird durch p prazisiert.

Das Tangentialbiindel der Sphare S™ Eriuterung

Tangentialvektoren sind ein grundlegendes Konzept in der Analysis,
zunachst in der Differentialrechnung, dann in Geometrie und Physik.
Fiir jede offene Menge U C R" ist das Tangentialbiindel TU = U x R"”
trivial, daher ist hier anfangs noch nichts Besonderes zu erkennen.

Das Tangentialbiindel p : T'S™ — S™ ist das erste und zentrale Beispiel
einer wunderbaren Theorie. In der Differentialgeometrie konstruiert man
zu jeder glatten Mannigfaltigkeit M das Tangentialbiindel p : TM — M.
Hieraus ergeben sich weitere Biindel, etwa das Kotangentialbiindel 7™ M.

Auch aus topologischer Sicht ist das hochst interessant, etwa beim Satz
vom Igel oder allgemein zur Parallelisierbarkeit. Ganz allgemein sind
Biindel allgegenwartig und werden vielfach genutzt. Daher will ich dieses
Konzept erldutern, bevor wir dann speziell Uberlagerungen untersuchen.

[ [ 1 Dale Husemoller: Fibre Bundles. Springer 1966, 1994.
Norman Steenrod: The Topology of Fibre Bundles. PUP 1951, 1999.
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Was ist ein Bliindel?

Ein Biindel (F, p, B) ist eine stetige Surjektion p : £ — B. Wir nennen F
den Totalraum, B den Basisraum und p : E — B die Biindelprojektion.
Zujedem x € Bist F, := p~!(x) C E die Faser iiber dem Basispunkt z.

Die Biindel iiber dem Basisraum B bilden die Kategorie Buny := Top}:

X X d .Y X -Joy_9,7
pJ \ / \lq/

p q p r
B B B

(a) Objekte der Kategorie Buny sind die Biindel p : X — B.

(b) Ein Morphismus f:p — ¢vonp: X — Bnachq:Y — B

ist eine stetige Abbildung f: X — Ymit der Eigenschaft p = ¢ o f,
d.h. f kommutiert mit den Biindelprojektionen, respektiert also die
Fasern: f schickt p~!(x) nach ¢~!(z) iiber jedem Basispunkt = € B.

(c) Die Verkniipfung in Buny ist die Verkniipfung in Top.

. . . MO006
Was ist ein Bliindel? Erliuterun
g

(2 Ein ,Bundel” p : F — B ist also zunéachst also ein grof3spuriges Wort
fiir stetige Surjektion. Ist das nur ein grandioser Etikettenschwindel?

© Nun ja, tatsachlich recyclen wir dankbar die Begriffe der Topologie.
Die Sichtweise ist jedoch umgekehrt, nicht vorrangig in Richtung £ — B
der Projektion, sondern vom Fuflpunkt = € B zur Faser F, = p~*(x) C E.
Genau diesen besonderen Blickwinkel betont die Wortwahl ,Biindel".

Die grundlegende Definition ist verbliiffend einfach und elegant.

Die Sichtweise als ,Radume tiber B“ codiert die grundlegende Struktur,
diese konnen und werden wir im Folgenden erweitern und ausbauen.
Die Sprache der Kategorien ist wie immer erfreulich und hilfreich.

/\ Manche Autor:innen nennen kurz F ein Biindel iiber B und lassen die
Projektion p : E — B weg, wenn sie aus dem Zusammenhang hervorgeht.
Das mag intuitiv erscheinen, verschweigt aber die Biindelprojektion!
Dieser Missbrauch der Notation ist irrefithrend, denn p bestimmt die
Riaume F und B, nicht umgekehrt. Ich versuche ihn zu vermeiden.
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Was ist ein triviales Bundel?

Beispiel: Zur Basis B und Faser F'haben wir das Produktbiindel
q: BXF — B: (x,u)— x.

Eine Trivialisierung von p ist ein Biindelisomorphismus (o, 7) : p = g.

E " Bx F

oA |

B B B

S(IR[Q

]

o
)
-

\]

Wir nennen das Biindel p : E — B dann trivialisierbar oder kurz trivial
mit Faser F. Anschaulich: Bis auf Homéomorphie sieht p genauso aus wie
das Produktbiindel ¢: B x FF — B : (z,u)  x. Das Biindel p hat zunachst
nur eine ,horizontale” Koordinate x € B. Die Trivialisierung (o, 7) : p = ¢
stiftet zudem eine globale ,vertikale® Koordinate u € F, wie gezeigt.

. . o o . MO008
Was ist ein triviales Buindel? Erliuterung

Genauer sagen wir, p ist biindelisomorph zum Produktbiindel mit Faser
F. Die hierzu geforderte Biindeltrivialiserung (o, 7) : F = B x F'ist ein
Homoomorphismus, der die beiden Projektionen p und q respektiert, also
q o o = p erfiillt und (dquivalent dazu) po 7 = ¢.

Die Hom6omorphismen ¢ und 7 sind zueinander invers. Manchmal ist
die symmetrische Formulierung (o, 7) bequem. Andermal brechen wir
die Symmetrie und geben nur einen an, die Biindelkarte o : £~ B x F
oder die Biindelkoordinaten 7: B x F =5 F, siehe folgende Beispiele.

Das Produktbiindel q ist trivial, dank der trivialen Trivialisierung (id, id).
Die Frage, ob ein gegebenes Biindel p : £ — B trivial ist oder nicht,

ist oft schwierig und hochgradig nicht-trivial, siehe p : T'S™ — S™.

Das Biindel mag trivial sein, die Trivialisierungen sind es oft nicht!

Selbst das Produktbiindel ¢ : B x F — B : (z,u) > « hat i.A. unendlich
viele Trivialisierungen. Dies sind die Automorphismen 7: B x F'~% B X F
tiber B, das heif}t 7(z,u) = (x, h,(u)) mit h : B — Homeo(F) : x = h,.
Die Sprechweise als Biindel ist sowohl intuitiv als auch prazise.
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Welche Biindel sind trivial, welche nicht? Exliuterung

\ \ \ \ \

Die Graphik zeigt Biindel p : E — B iiber dem Intervall B = [—1, 1],
wobei E C R? ein Teilraum ist und p(z, y) = z die Biindelprojektion.

Aufgabe: Welche dieser Abbildungen p : E — B ist ein triviales Biindel?
(4) b= [_170]2 U [07 1]2 (5) b= <[_170] X [_17 1]) U [07 1]2

© Buindel sind wunderbar anschaulich. Idee und Definition sind dabei
extrem allgemein und flexibel, daher treten Biindel nahezu iiberall auf.
Die Sprache der Biindel hilft Thnen, solche Situationen zu erkennen,
Eigenschaften zu benennen, und passende Werkzeuge anzusetzen,
hier vor allem der grundlegende Begriff der (lokalen) Trivialitat.

. . o . MO010
Welche Biindel sind trivial, welche nicht? Erliuterung

Losung: (1) Fir E = [-1,1)? ist p : E — B ein Produktbiindel, also trivial.

(2) Das Biindel p : E — B ist nicht trivial: Zwar ist £ = D? homéomorph
zu einem Produkt B x [—1, +1], aber nicht als Biindelisomorphismus!
Hindernis: Nicht alle Fasern von p sind untereinander homéomorph.

(3) Der Totalraum ist E ist nicht homéomorph zum Produkt B x [—1, 1],
denn der Punkt (0, 0) trennt F, doch kein Punkt trennt den Produktraum.
Noch einfacheres Hindernis: Nicht alle Fasern von p sind hom&omorph.
(4) Auch fiir £ = [-1,0]* U [0, 1]? ist p nicht trivial: Zwar sind alle Fasern
Intervalle und untereinander homéomorph, aber F ist nicht homéomorph
zum Produkt. Hindernis: Der Punkt (0, 0) trennt E. Alternativ siehe (5).

(5) Auch hier ist das Biindel p : £ — B nicht trivial. Zwar ist der
Totalraum F homéomorph zum Produkt B x [—1, +1], aber nicht als
Biindelisomorphismus! Hindernis: Die Abbildung p ist nicht offen.

Ubung: Jede Produktbiindelprojektion ¢ : B x F': (x,u)  z ist offen.
Somit ist jedes lokal-triviale Biindel p : £ — B eine offene Abbildung.
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Kartesische Normalbereiche sind triviale Bundel. Exliuterung

\
Sei B = [a,b] C R ein Intervall und hierauf g, h : B — R stetig mit g < h,
also g(z) < h(z) fir alle € B. Dies definiert den Normalbereich

\ \ \

E={(x,y) eR*|z € B, g(z) <y < hx)}.

Aufgabe: Trivialisieren Sie das Biindel p: F — B : (x,y) — .

Losung: Wir konstruieren den erforderlichen Biindelisomorphismus
(1,0): Bx10,1] 2 Fdurch 7(z,u) = (z,(1 —u)g(z) + uh(z)) und
o(x,y) = (x,(y —g(z))/(h(x) — g(x))), also faserweise affin-linear.
Diese Abbildungen sind wohldefiniert, stetig da Komposition stetiger
Abbildungen, zudem fasererhaltend gemafl po7 = qund go h = p,
und schlief3lich zueinander invers, 7 oo = idg und 0 o 7 = id gy (g 11-
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Sphéarische Normalbereiche sind triviale Biindel. Erliuterung

»
b

=0
N

© Dasselbe gelingt offen fiir £ = {(z,y) e R? |z € B, g(x) <y < h(x)}
durch dieselbe faserweise affine Trivialisierung (7,0) : B x |0, 1] = F.
© Ebenso fiir den Totalraum E = {rs €¢ R? |s € S!, g(s) <r < h(s)}
mit g, h : S — R stetig und 0 < g < h. Als Biindelprojektion betrachten
wir hier p : E — S! : z = 2/|z|. Ubung: Dies ist ein triviales Biindel.

© Normalbereiche dienen in der Analysis zur Integration a la Fubini;
man integriert erst iiber jede Faser, dann das Ergebnis iiber die Basis.




Die Nennung der Biindelprojektion ist wesentlich. Exlauterung

Aufgabe: Bestimmen Totalraum F und Basis B allein schon das gesamte
Biindel p : E — B? Oh, nein! Drastisches Gegenbeispiel: Nennen Sie
unendlich viele, paarweise nicht-isomorphe Biindel p,, p,,... : E — B
mit gleichem Totalraum F und gleicher Basis B.

Losung: Unter den vielen moglichen Beispielen hier ein einfaches:

Zum Exponenten n € N.; betrachten wir die komplexe Potenzabbildung
p, : S = S': z 1+ 2. Totalraum F = S! und Basis B = S' sind jeweils
gleich, doch die Biindel p,, py, p5, ... sind paarweise verschieden. Warum?
Die Faser p,!(z) hat genau n Elemente, daher gilt p, 2 p,, fir k #+ n.

© Dies sind Beispiele fiir Uberlagerungen, also lokal-triviale Biindel
mit diskreter Faser. Diese sind die Hauptdarsteller dieses Kapitels.
Zur besseren Einordnung und zum umfassenderen Verstandnis
mochte ich zuerst den allgemeinen Kontext der Biindel diskutieren.
Das schult unsere geometrische Anschauung und bietet ein reiches
Repertoire an Beispielen, inklusiver vieler guter alter Bekannter.
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Das Normalenbiindel NS™ iiber der Sphare S™ ist trivial. Exliuterung

Aufgabe: Das Normalenbiindel NS™ = { (z,v) € S x R*"™! |v € 2R}
tiber der Sphire S™ mit Projektion p : NS™ — S™ : (z,v) = x ist trivial.
Losung: Die kanonische Trivialisierung (o, 7) : NS™ = §" x R ist hier
gegeben durch 7(z,u) = (z,zu) und o(z,v) = (z, (z |v)). Nachrechnen!
/\ Ein triviales Biindel p : E — B bestimmt seine ,typische” Faser F
nur bis auf Homdomorphie. Hierzu dient das folgende einfache Beispiel:
Aufgabe: Die radiale Retraktion p : E = R"™ \ {0} — S" : z > |z| ist
ein triviales Blindel. Trivialisieren Sie p mit F; = R_, und mit F;, = R.
Losung: (1) Wir haben die Trivialisierung (7,0) : S® x R., & E mit
Polarkoordinaten 7(s,r) = sr und Biindelkarte o(z) = (z/|z|, |x|).

(2) Alternativ haben wir die Trivialisierung (7,0) : S x R = E mit
Polarkoordinaten 7(s,r) = se” und Biindelkarte o(z) = (z/|z|, In|x|).

© Der Quotient ¢ : E = R"™ \ {0} — RP" : x  [z] hingegen
ist ein nicht-triviales Biindel, wie die folgende Aufgabe zeigt.
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Der projektive Raum und sein tautologisches Geradenbiindel ruuterung

Sei Vein Vektorraum iiber K = R, C, etwa V = K**! und V! = V' \ {0}.
Der projektive Raum P(V) = V*/K* entsteht, indem wir Vektoren u ~ v
identifizieren, die dieselbe Gerade uK = vK aufspannen. Der Quotient
q: V' — P(V) ist somit ein Biindel mit Basis P(V') und Totalraum V*.
Die typische Faser ist die ,Gerade” K* = K\ {0}, jeweils ohne Null.

(2 Vielleicht haben Sie sich anfangs gefragt, warum wir die Null immer
ausschlief3en. Das ist fur die Konstruktion wesentlich, damit die Geraden
disjunkt werden, so wie dies fiir Aquivalenzklassen / Bahnen nétig ist.

Konnen wir die Null zuriickfiiggen und wirklich Geraden betrachten? Ja!

Beispiel: Uber dem Basisraum B = P(V) betrachten wir den Totalraum
E ={(lu],v) € P(V) x V]v € uK}. Die Projektion v : F — P(V) mit
([u],v) = [u] ist das tautologische Biindel des projektiven Raums P(V):
Die Faser iiber [u] € P(V) ist der aufgespannte Vektorraum uK < V.

© Dieses Biindel codiert ,tautologisch” die intendierte Konstruktion des
projektiven Raums P(V) als ,Raum aller Geraden” im Vektorraum V.
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Das tautologische Geradenbiindel ist nicht trivial. Erliuterung

Aufgabe: Das tautologische Geradenbiindel v : E — RP" ist nicht-trivial
fiir n > 1, denn jeder Schnitt s : RP™ — FE von v hat eine Nullstelle.

Losung: Die Komposition so ¢ : S™ — RP" — E ordnet jedem = € S" ein
Paar ([z],v(z)) € Emit v(x) € 2R zu, v(x) = x - t(x) mit t(x) = (x| v(x)).
Die Funktion ¢ : S™ — R ist stetig und erfillt ¢(—z) = —t(z). Da S™ zshgd
ist, existiert dank Zwischenwertsatz ein € S™ mit ¢(x) = 0. QED

Aufgabe: Das Geradenbiindel v : E — RP! ist ein Mobius-Band.

Losung: Jeden Punkt ([u],v) € E des Totalraums kénnen wir schreiben
als ([(cos 8, sin §)], t(cos 6, sin #)) mit den Koordinaten # € [0, 7] und ¢t € R.
Diese Schreibweise ist fast eindeutig, bis auf die Identifizierung von
([(cos 0,sin0)], +t(cos 0,sin 0)) mit ([(cos 7, sin )], —t(cos 7, sin )).

Wir erhalten demnach F aus dem Produktraum [0, 7] x R durch
Identifikation von (0, ¢) mit (7, —t). Das ist ein Mobius—Band! QED

L[] John W. Milnor, James D. Stashefl: Characteristic Classes. Annals of
Mathematics Studies 76, Princeton University Press 1974, Theorem 2.1




Welche Spharen sind parallelisierbar? Mo

Aufgabe: Fir welche n € N ist das Tangentialbiindel p : T'S™ — S™ trivial?
Losung: (0) Fir n = 0 istp : TS? = S° x {0} — S° ein Produktbiindel.
(1) Fiirn = 1istp : TS' — S! kein Produktbiindel, aber trivialisierbar!

7: S xR TS : (2,u) = (2, ziu)

Dies ist wohldefiniert dank (z| ziu)p = re(Z - zi - u) = 0. Anschaulich ist
das vollkommen klar, zumindest im Nachhinein: Auf z steht zi senkrecht.
Die Umkehrung von 7 ist die Biindelkarte o(z,v) = (z, (zi)"1v).

(2) Das Tangentialbiindel p : TS? — S? ist nicht trivial: Satz vom Igel!
Beweis: Angenommen es gibe eine Trivialisierung (o, 7) : T'S? 2= S? x R?,
Auf dem Produktbiindel ¢ : S x R? — S?ist h: (x,u) = (z,u + ) stetig
und erfiillt ¢ o h = ¢. Auf der Sphire S? betrachten wir das Nullvektorfeld
r:S? = TS?: 2+ (2,0). Dannist s ;== 7o hoogor:S? — TS? stetig und
erfillt pos = ... = por = idg.. Dieses Vektorfeld s verschwindet nirgends,
da s(z) # r(z) fir alle z € S™ gilt. Das widerspricht dem Satz vom Igel!
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Welche Spharen sind parallelisierbar? Erliuterung

Wortlich genauso folgt, dass fiir jede gerad-dimensionale Sphare
S2,§%,S9, ... das Tangentialbiindel p : TS?* — S2* nicht trivial ist:
Gibe es fiir k € N, eine Biindeltrivialisierung, so auch ein nirgends
verschwindendes Vektorfeld, und das widerspricht dem Satz vom Igel.

Ist n = 2k — 1 ungerade, k € N, so existieren nirgends-verschwindende
Vektorfelder s : S* — TS™ : x — (x,v(x)), dank der Konstruktion

U . S’I’L _> S’I’L . <$1,$2, cee 7332]43—17332’6) H <—Zl?2,331, ...,—332k,£1?2k_1).

Fir n = 1 trivialisiert dies das Biindel T'S' — S, wie oben gesehen.
Allgemein suchen wir moglichst viele Vektorfelder s, ..., s, : S* — TS",
sodass Uiber jedem Fufipunkt = € S™ die Vektoren v, (), ..., v,(x) € T, S™
linear unabhéngig sind. Im Idealfall / = n erhalten wir in jedem Punkt

x € S™ eine Basis v, (), ..., v, (z) von T, S™; dies trivialisiert 7'S™, und die
Sphiare S™ heif3t parallelisierbar. Fiir welche n € N ist S™ parallelisierbar?
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Welche Spharen sind parallelisierbar? Erliuterung

Beispiel: Die Kreislinie S! C C wird parallelisiert durch
S(LU) - (LU,”U(:E)) mit v(x17x2> - <—2132,£131>.

Geometrisch betrachtet ist dies eine Rotation um eine Vierteldrehung;
algebraisch entspricht dies der Multiplikation mit i in C. Ebenso wird S*
parallelisiert durch jedes Vektorfeld 5(z) = (x, g(z)v(x)) mit g : St — R*.

W‘

Beispiel: S® ist parallelisierbar durch e 1]

Ul<x17x27x37$4> = <—$27$17—3€47333>7
Vo (%1, Ty, T3, Ty) = (—T3, Ty, Ty, —Ta), j —k —e i

]
U3(Tq, Tg, T3, Ty) = (—Ty, —T3, Tg, Ty ). klk j —i —e

[—
|
Q]
W
A

Diese Konstruktion entspringt den Quaternionen H: Wir identifizieren
R* ~ H vermoge (1, Ty, 3, T,) H> T1€ + Toi + x5 + x,k. Obige Tabelle
definiert die Multiplikation, assoziativ, nullteilerfrei. Die orthogonalen
Vektorfelder v, v,, v3 entsprechen der Linksmultiplikation mit i, j, k.

o . .« e Mo020
Welche Spharen sind parallelisierbar? Erliuterung

Beispiele: ST ist parallelisierbar durch

—LL'7, _x87 —375, x67 373, —LU4, 5171, x2 3
Ug $17$27x37$4>x579367x7’$8) = (—x8>x77—5567—%737475537—%7% .
Diese Konstruktion entspringt den Oktaven O (B4H). Wir identifizieren

dazu R® ~ O vermoge (x4, ..., o) - T1€; + - + Tgeg. Die orthogonalen
Vektorfelder v,, ..., vg entsprechen der Linksmultiplikation mit e, ..., e.

Ubung: Zeigen Sie, dass S*, S, S7 durch die angegebenen Vektorfelder
parallelisiert werden. Nutzen Sie, dass C, H, O nullteilerfrei sind.




. . o Mo021
Welche Spharen sind parallelisierbar? Erliuterung

Wir kennen nun die Tangentialbiindel p : TS™ — S™ und konnen diese fiir
n =0, 1,3, 7 parallelisieren. Dies fithrt uns zu der Frage, welche Sphéren
parallelisierbar sind, {iber die klassischen Beispiele S°, St, S3, S” hinaus.
Das sieht man, ich betone es gern, den Biindeln keinwegs direkt an.

Die gerade-dimensionalen Sphare sind klar nach dem Satz vom Igel.
Die ersten offenen Fille sind demnach die Spharen S°,S?, St S, ...
Diese erweisen sich tatsachlich als nicht parallelisierbar, doch ein
Hindernis ist zunichst keineswegs offensichtlich!

Heinz Hopf zeigte 1940 mit der Kohomologie der projektiven Raume RP",
dass die Parallelisierbarkeit von S™ hochstens fiir n = 2% — 1 méglich ist.
Dies war ein erster phanomenaler Erfolg, der die meisten Félle negativ
beantwortete. Eine explizite Konstruktion in den verbleibenden Fallen
n = 15,31,63, ..., analog zur obigen fiir n = 0, 1, 3,7, gelang jedoch nicht.

o . .« e Mo22
Welche Spharen sind parallelisierbar? Erliuterung

Die abschlieflende Antwort gaben 1958 Michel Kervaire und John Milnor
dank dem kurz zuvor bewiesenen Periodizitidtssatz von Raoul Bott.
Damit kommt eine klassische Frage zu ihrem wiirdigen Abschluss:

Satz J5L: Bott—Milnor 1958, Kervaire 1958

Folgende Aussagen gelten nur in Dimension n = 1,2, 4, 8:
(a) Der Vektorraum R" ist eine reelle Divisionsalgebra.
(b) Die Sphire S*! ist parallelisierbar.

(c) Die Sphire S*! ist ein Hopf-Raum.

[ [ | Heinz-Dieter Ebbinghaus et al: Zahlen. Springer 1992. Das Kapitel
,Divisionsalgebren und Topologie” von Friedrich Hirzebruch stellt die
mathematischen Grundideen und ihre historische Entwicklung dar.
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Die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektorfelder Erlauterung

Allgemeiner als die Parallelisierbarkeit stellt sich die Frage: Wie viele
Vektorfelder sq, ..., s, : S* — T'S™ sind moglich, sodass s;(x), ..., s.(x)
linear unabhéngig sind in jedem Punkt = € n? Da jeder Tangentialraum
T, S™ Dimension n hat, gilt 0 < k < n. Im Falle £ = n erhalten wir in
jedem Punkt = € S™ eine Basis s,(x), ..., s, () von T,S", damit wird S”
parallelisiert. Durch explizite Konstruktion konnten Johann Radon 1922
und Adolf Hurwitz 1923 die folgende untere Schranke zeigen:

Satz J5m: Radon 1922, Hurwitz 1923

Sein = u2* P mitu € 2N+ 1,a € N, b € {0,1,2,3}. Dann existieren
mindestens k£ = 8a + 2° — 1 linear unabhingige Vektorfelder auf S*~.

Fiir ungerade n gilt u = n und a = b = 0 und so ergibt sich hier die Zahl 0.
Dies entspricht dem Satz vom Igel, denn auf S"~! hat jedes Vektorfeld
eine Nullstelle. Demnach ist hier £ = 0 der exakte Wert. Dartiber hinaus
sind obere Schranken und damit Hindernisse notorisch schwierig.
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Die maximale Anzahl linear unabhéangiger Vektorfelder Erlauterung

Fiir gerade n haben wir dank Radon-Hurwitz die folgenden unteren
Schranken, die die Parallelisierbarkeit der Sphiren S, S3, S7 beinhalten:

n 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
U 113 1 5 3 7 1 9 5 11 3 13 7 15 1
a o o0 o0 o0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
b 1 21 3 1 2 1 01 2 2 3 1 2 1 1
8¢+2°—1/1 3 1 7 1 3 1 8 1 3 1 7 1 3 1 9

Auch hier stellt sich die Frage, ob man diese Werte noch verbessern kann.
Sie blieb lange unbeantwortet. Die obigen Werte sind tatsachlich optimal,
wie Frank Adams 1962 schliefllich beweisen konnte:

Satz J5N: Adams 1962

Sein = u2* mitu € 2N+ 1,a € N, b € {0,1,2,3}. Dann existieren
hochstens k& = 8a + 2° — 1 linear unabhiingige Vektorfelder auf S™*.
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Was ist ein lokal-triviales Bundel?

(@ Globale Trivialisierung ist meist zu viel verlangt, lokal gentigt oft.
Wir wollen also Biindel lokalisieren, und dies gelingt ganz einfach:

Seip : E — B ein Biindel. Uber B’ C B haben wir E’ := p~}(B’)
und somit das eingeschrinkte Biindel p|B’ := pZ, : B/ — B’.

f:. CE/
g g £ N
Jp’zp\U p Jp’ lp
g:incg, g
B’ - sy B B’ sy B

Das ist ein Spezialfall der Zuriickziehung (engl. pull back): Sei g : B — B
eine beliebige stetige Abbildung. Wir kénnen jedes Biindel p : £ — B
zuriickziehen zu einem Biindel ¢*p := p’ : E* — B’. Dieses ist definiert
durch den Totalraum E’ = {(V',e) € B’ x E|g(b") = p(e) } mit der
Biindelprojektion p’ : B/ — B’ : (b',¢e) - b'. Uber g : B’ — B erhalten
wir den Biindelmorphismus (f,¢) : p" = pmit f: ' — E: (',e)  e.
Ubung: Im Falle g = incB sind g*p und p|U kanonisch isomorph.
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Was ist ein lokal-triviales Bundel?

Aufgabe: Das Tangentialbiindel p : TS™ — S™ ist trivial iiber U C S™.

© Das ist eine grundlegende Konstruktion der Differentialgeometrie:
Fiir jede glatte Mfkt M ist das Tangentialbiindel TM — M lokal-trivial.

Losung: Nach Drehung gelte U % (0, ...,0,1) =: N. Wir nutzen die
vertraute und stets hilfreiche stereographische Projektion (A1Lr):
FeSPNAN} =R : (2),...,2,, Tpyq) B (21,0, 2,) /(1 —2,41),
g: R = S"NAN} (Y15 0) B (2005, 20 1912 — 1)/ (Y5 + 1)
Zuz € Uund y = f(z) haben wir ¢'(y) : 7, R™ > T, S™: Die Ableitung
g’ (y) ist ein linearer Isomorphismus. Wir erhalten die Trivialisierung

T7:UxR*" > TU : (SU,U> e <:1;7g/<f<x>)U>

Hier ist TU = p~(U) = {(x,v) € U x R"" | {z |v) = 0} der Totalraum
des eingeschrankten Tangentialbiindels p|U : TU — U. Das Biindel p lasst
sich (fiir n # 0, 1, 3, 7) nicht global trivialisieren, doch lokal gelingt es!
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Was ist ein lokal-triviales Bundel?

Sei p : E — B ein Blindel. Ein Biindelatlas ¢/ = (7;),.; mit Faser F
besteht aus lokalen Trivialisierungen 7, : U, x F=% p|U, firi € [
iiber einer offenen Uberdeckung (U,),.; des Basisraums B.

Existiert solch ein Atlas, so nennen wir das Bindel p: £ — B
lokal-trivial oder ein Faserbiindel iiber B mit Faser F.

Beispiel: Das Tangentialbiindel p : T'S™ — S™ ist lokal-trivial mit ' = R".
Wir haben oben lokale Trivialisierungen 7, : U; x F =% p|U, konstruiert.
Daraus konnen wir einen Atlas bilden, schon zwei Karten geniigen.

Mit einer einzigen Karte gelingt es nur firn = 0,1, 3, 7.

Uber jedem Punkt = € B ist die Faser F,, = p~!(z) homéomorph zu F:
Lokal, fiir z € U, erhalten wir 7, , : F = {z} x F~ p~'(z) = F,.
Wir nennen F die Standardfaser und schreiben kurz F < E 2 B.
Bei einem R-Vektorraumbiindel p : £ — B tragen F'und jede Faser F,
die Struktur eines R—Vektorraumes, und jede Trivialisierung 7, ist

faserweise ein R-Vektorraumisomorphismus 7, , : F'~% F,.
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Was ist ein lokal-triviales Biindel? Exliuterung

Fur Indizes 4, j € I setzen wir U;; = U, := U; N U; C B und erhalten
hiertiber den Kartenwechsel ¢;; := (Tj‘Uﬁ_)_l o (Tily,,) = Usy x F'= Uy X F.
Punktweise iiber » € U;; wird die Faser demnach transformiert durch den
Homoéomorphismus ¢, , : FF = {z} x F'~ {z} x F = F.

17,%

Oft tragt die Standardfaser F'zusatzliche Struktur, sie ist zum Beispiel ein
R-Vektorraum (R", +, -), evtl. orientiert oder mit Skalarprodukt (-|-) etc.
Wir wollen, dass diese Struktur bei Kartenwechseln erhalten bleibt!

Nur so konnen wir zusatzliche Struktur kartenunabhéngig nutzen.

Dies codieren wir durch die Strukturgruppe G C Homeo(F') der
erlaubten Koordinatenwechsel, etwa G = GL,_ R, GL R, SO, R etc.

Ein G-Bindelatlas of = (7;),.; respektiert die Strukturgruppe wie folgt:
Zu je zwei Indizes 4, j € [ und fiir jeden Punkt x € U, gilt 7, , € G.

J,T

Beispiel: Fiir p : TS™ — S™ konstruieren wir oben den Atlas of = (7, 7;)
mit Faser R”. Dies ist ein glatter GL,, R-Biindelatlas, orientiert sogar
ein GL,” R-Biindelatlas. Wir erkennen daran ein allgemeines Prinzip:
Wir reduzieren die Strukturgruppe und erhohen die erhaltene Struktur.
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Beispiel: getwistete Produkte S x F

Sei (F, &) ein Raum F mit Homdomorphismus « : F'~% F. Im Raum R x F
identifizieren wir (z,y) ~ (z + k, o*(y)) fiir alle (z,y) € R x Fund k € Z;
der Quotient ist das getwistete Produkt S! X F := (R x F)/_ mit Twist a.

(1) Fir F = R und a = +idy erhalten wir den Zylindermatel: St x R
(2) Fiir F = R und o = —idy erhalten wir das Mébius-Band: S' X R
(3) Fur F' = S! und « = id: erhalten wir den Torus: St x St
(4) Fir F = S! und o = conj erhalten wir die Kleinsche Flasche: S! x S!

Beispiel: getwistete Produkte S' x F Exluterung

Aufgabe: Die Projektion p : S! X ' — S! : [x,y] — €™ ist wohldefiniert,
stetig, lokal-trivial, fiir F = R” und o € GL,, R ein Vektorraumbiindel.
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Beispiel: getwistete Produkte S' x F Erlfuterung

© Zylinder und Mdbius-Band sind dank dieser Konstruktion sogar
Vektorraumbiindel. Diese wertvolle Struktur ist aus der iiblichen Graphik
nicht sofort ersichtlich, jetzt schon. Once you see it, you cannot unsee it!

Der Zylinder Z — S! ist trivial iiber ganz S*. Das Mébius-Band M — S!
hingegen ist nicht trivial, nur lokal-trivial. In beiden ist die Mittelachse
St < Zbzw. S < M ein starker Deformationsretrakt. Wir sehen jetzt
den tieferen Grund: Dies gilt ganz allgemein fiir Vektorraumbiindel!

Aufgabe: Sei q : E — B ein R-Vektorraumbiindel. Uber jedem z € B sei
A, C F, sternformig zu 0. Wir erhalten so das Teilbiindel p : A — B mit
dem Totalraum A = J,.y 4, und dem Nullschnitt s: B — A : z — (z,0)
Zeigen Sie, dass (s,p) : B & A ein starker Deformationsretrakt ist.

Losung: Wir haben p o s = id 5. Zudem haben wir s o p ~ id 4, dank der
faserweise affinen Homotopie H : [0,1] x A — A mit H(t; (x,v)) = (x, tv).
Dies ist zunachst nur lokal in Karten gegeben, doch global wohldefiniert,
da die Vektorraumstruktur bei Kartenwechseln respektiert wird!

Biindel als getwistete Produkte Exluterun

Auch allgemein wollen wir uns ein Faserbiindel FF < E £ B als ein
getwistetes Produkt £ = B x F'vorstellen: Lokal ist das Biindel trivial,
aber global werden diese Bausteine nicht-trivial miteinander verklebt.
Der Twist kann hierbei noch sehr viel komplizierter ausfallen,

als das einfachste Beispiel B = S! vorerst erahnen lasst.

Biindel sind faszinierende Objekte und ein méachtiges Werkzeug: Man
kann einen topologischen Raum B studieren durch die Biindel iiber B.
Ein wichtiger Spezialfall sind Uberlagerungen (Kapitel M). Dies sind
gerade die lokal-trivialen Biindel p : £ — B mit diskreter Faser F.
Dieser Fall ist eng mit der Fundamentalgruppe verwoben (Kapitel L).

Zwischen der Gruppe 7, (B, b,) und Uberlagerungen p : (E,e,) — (B, by)
besteht eine wunderschone Dualitit, die Galois—Korrespondenz.

Dieses Zusammenspiel setzt sich fiir die hoheren Homotopiegruppen 7,
fort zur langen exakten Homotopiesequenz von Faserbiindeln.
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Was ist eine Uberlagerung?

Jede Uberlagerung p : X — X sieht lokal aus wie ein Pfannkuchenstapel:

\\\‘_\\ U3 .553 _,1’//\
~ ~ o _1 //’ “:J —————— = ~ ~y ~
X2 U=p () e Uy, &y Ui
(. 0. 4 p
S - U |
X D Uoffen { {__ U °z 2 U

Die Abbildung illustriert die Idee. Diese wollen wir nun formalisieren.

Eine triviale Uberlagerung ist ¢: X x F — X : (z,y) > z mit F diskret,
wobei der iberlagerte Raum X beliebig und die Faser F' # () diskret ist.

© Wesentlich flexibler und interessanter sind lokal-triviale Abbildungen
p: X — X; hier verlangen wir nur, dass p lokal homéomorph zu einer
trivialen Uberlagerung ist. Das prizisieren wir in folgender Definition.
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Definition M1A: Uberlagerung

Seip: X —» X eine stetige Surjektion topologischer Riume.

(0) Eine offene Menge U C X wird durch p trivial iiberlagert, falls gilt:
p2(U) = | Jie; U, ist die disjunkte Vereinigung offener Mengen U, C X,

und jede Einschrankung p, := p|U U, — U ist ein Homéomorphismus.
Wir nennen p trivial iiber U; mit U = X heifit p trivial (iiber ganz X).

(1) Wir nennen p : X — X eine Uberlagerung, falls jeder Punkt z € X
eine offene Umgebung U C X besitzt, die von p trivial iiberlagert wird.

Es gibt dann eine Uberdeckung X = | J;;.¢ U durch offene Mengen U C X
mit p trivial Giber U. Wir sagen auch kurz, p ist lokal-trivial iiber (X, U).

Wir nennen X den iiberlagernden Raum, X den iiberlagerten Raum,
p die iiberlagernde Abbildung und p~!(z) C X die Faser tiber z € X.

Die Blitterzahl fip~!(z) = 7/ ist lokal konstant, sogar global falls X zshgd.
Die Uberlagerung p heifit n—blittrig, falls fip~*(x) = n fiir alle z € X gilt.
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Bemerkung: Fiir jede stetige Abbildung p : X — X sind dquivalent:
p ist (1) eine 1-blittrige Uberlagerung und (2) ein Homéomorphismus.

Bemerkung: Die Stetigkeit von p : X — X muss in M1a nicht gefordert
werden: Dank lokaler Trivialitat ist p ein lokaler Homéomorphismus.
Somit ist p insbesondere stetig und offen und eine Identifizierung (E2L).

Bemerkung: Fiir jede stetige Abbildung p : F — B sind dquivalent:
(1) p ist ein Faserbiindel mit diskreter Faser F.
(2) p ist eine Uberlagerung mit Blatterzahl §F

Bemerkung: Ein Raum X ist genau dann zusammenhéngend,
wenn jede Uberlagerung X — X konstante Blitterzahl hat.

Bemerkung: Wird eine offene Menge U C X durch p trivial iiberlagert,
so ist fur jedes z € U die Faser p~!(z) = | |,.;{%,} diskret.

Ubung: Wenn Sie iiben wollen, beweisen Sie diese Bemerkungen.
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Eine Uberlagerung p : X — X ist eine besonders schéne und einfache
Abbildung topologischer Raume. Sie kennen und nutzen schon lange
typische Beispiele wie Polarkoordinaten, dazu gleich mehr.

Wir fordern hier von Anfang an, dass p surjektiv ist. Uber einem zshgden
Basisraum X ist die Blatterzahl konstant. Wéare p nicht surjektiv, so bleibt
nur die leere Abbildung p : ) — X. Diese konnten wir zwar zulassen,
doch das machte die Formulierung mancher Satze schwerfalliger.

Warnung: Die Begriffe Uberlagerung und Uberdeckung treten hier
nebeneinander auf, haben aber rein gar nichts gemeinsam. In englischen
Texten heifit ‘Uberlagerung’ covering map oder kurz covering, und
‘Uberdeckung’ heifit cover oder leider auch covering. Verwechslungen
lassen sich dann nur aus dem Kontext klaren. Auf franzosisch sind
revétement und recouvrement unmissverstandlich. Auf deutsch werden
wir Uberlagerung und Uberdeckung fein sduberlich auseinanderhalten.
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Aufgabe: Ist p : [0,1] x {0,1} — [0,1] : (z,y) > z eine Uberlagerung?

Losung: Ja, sogar global trivial: Uber U = [0,1] liegt p~1(U) = U, U U,
mit U; = U x {i}, beide offen, und jede der beiden Einschrankungen

vonpzup,: U, —» U: (x,y) — z ist ein Homéomorphismus.

Aufgabe: Ist p : [0,1] x [0,1] — [0,1] : (2,y) ~ = eine Uberlagerung?
Losung: Nein, die Faser p~' (z) = {«} x [0,1] ist nicht diskret.

Gemif} Definition liegt bei jeder Uberlagerung p : X — X iiber jedem
Punkt z € X jedes Urbild 7, diskret in der Faser p~1(z), denn die offene
Umgebung U; schneidet nicht U, fur j # ¢, enthalt also nicht 7.
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Die reelle Quadratabbildung

A

R L T SR Y S S

Aufgabe: Istp: Y = [-1,1] — X = [0,1] : > 22 eine Uberlagerung?
Uber welchen (offenen) Teilmengen ist p : R — R, : @ + 22 trivial?

A\ Fir die offene Teilmenge U = [0, 1] in X ist das Urbild V' = [—1, 1]
offen in Y'und homéomorph zu U. Doch Vorsicht, irgendein beliebiger
Homoomorphismus V=% U geniigt nicht zur lokalen Trivialisierung,
er muss durch die Einschrankung von p zu p|¥, gestiftet werden!

@ Das ist hier unmoglich, denn fip~1(0) = 1, aber ip~!(x) = 2 fiir x > 0.

© Daheristp: R — R, : x > 2? keine Uberlagerung. Immerhin ist p
trivial iiber jeder Teilmenge U C R_: Hier gilt p~'(U) = V_ UV, mit
(po,ry): Vo, =2 Umitp, (z) = 2? und den beiden Zweigen r_ (z) = +./x.
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Die komplexe Quadratabbildung
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Die komplexe Quadratabbildung

Aufgabe: Ist p: C — C : z = 22 eine Uberlagerung? und p* : C* — C*?
Finden Sie maximale offene Teilmengen U, iiber denen p trivial ist.
Losung: (1) Die Abbildung p ist stetig und surjektiv, aber nicht
lokal-trivial um 0, denn #p~1(0) = 1 und fip~1(z) = 2 fir 2 # 0.

(2) Die Abbildung p* ist eine Uberlagerung: Sie ist trivial iiber jeder
geschlitzten Ebene Ug = C\ ¢® R_;, mit © € R: Jedes Element z € Ug
schreibt sich eindeutig z = pel* mitp e R_,und t € |© — 7,0 + 7|.
Dazu gehoren die beiden Wurzelzweige rg |, (2) = + pelt/?,
Allgemein: Fiir n € N, ist p, : C — C: z = 2" keine Uberlagerung,
wohl aber p¥ : C* — C* : z = 2", dank der n Wurzelzweige,

re : Ug X Z/n =~ p1(Ug) & (2= pe't, k) s pt/m eft/m e2mik/n

Hier ist C* = | o Ug eine offene Uberdeckung und p,, ist trivial tiber
jeder dieser offenen Mengen Ug dank der obigen Trivialisierung,.

© Das drangt uns zu der Frage, wie Polarkoordinaten und die komplexe
Exponentialfunktion hier als Uberlagerungen genutzt werden...




Polarkoordinaten: die Mutter aller Uberlagerungen o

Aufgabe: Die Abbildung p : R — S : ¢ -+ e?™ ist eine Uberlagerung.

© Die folgende Skizze macht die Aussage anschaulich plausibel.
Wie immer lohnt es sich, alle nétigen Daten sorgsam zu explizieren.

R
9 \9&9\9\9 |
—2 V-1 Yo Y1 VYo
. ¢ N

Losung: Global ist ,p~!(z) = 5= In(z)“ grober Unfug! Dies gelingt lokal:

271

Vo = 1—1/a,1/4], Uy = {(z,y) €S'|z >0},
po: Vg2 Uyt e%it, Sg: Uy ™2 Ve (agy) N %arctan(%),

Wir erhalten die lokale Trivialisierung (7, 0q) : Uy X Z = p~*(U,)
mit 7,(z, k) = s4(2) + kund o, (t) = (e*™, [¢]).
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© Ausgehend von 6 = 0 gilt dies ebenso fiir jeden Winkel 6 € R:

Wir verschieben Vyum 6 e Rzu Vy:=V, +6 =10 —1/2,0 + /4] und
drehen U, um e?™? € St zu U, := U, - ™ = {2 € S! |re(ze72™%) > 0}.
Hier gilt (py, sp) : V, = Uy mit py(t) = e*™* und sy(2) = s4(2 - e72) + 6.
Zusammengefasst erhalten wir eine offene Uberdeckung S* = | Jy.r U,,

tiber der p lokal-trivial ist. Das Urbild p~(U,) = | |yez Vi + k besteht aus
V, und allen Kopien Vj + k mit k£ € Z. Diese sind paarweise disjunkt.

(T9,0¢) + Ug x Z > p~'(Up) = Vo + Z,

To(2, k) = sp(2) + &, oy(t) = (e, [t — 0]).
Somit ist p lokal-trivial. Hingegen ist p nicht global trivial!
In der trivialen Uberlagerung ¢ : S' x Z — S! : (2, k) > zist der

Totalraum unzusammenhingend. Das gilt fiir p : R — S! nicht.
Also sind p und ¢ nur lokal isomorph, nicht jedoch global!

Wiederholung: Die kanonische Faktorisierung von p ergibt R/Z =~ S'.
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Die komplexe Exponentialfunktion e

Beispiel M1B: die komplexe Exponentialfunktion

Das Paradebeispiel aus der Analysis ist die Exponentialfunktion
exp : (C,+,0) = (C*,-,1) : 2> >, 2" /KL
Dies ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern
Ker(exp) = {z € C|exp(z) = 1} = 27iZ.
Dies ist eine Uberlagerung, ebenso die Kreisparametrisierung

p: (R,+,0) = (St,-,1) : t = el = cost +isint.

Reell ist (exp,In) : (R,+,0) = (R.,,, 1) ein Homéomorphismus.

C R c SV R
epr w‘s pl Yt epr <m,y>Hl<em,eiy>
exp D rs<i(r,s)

C* «—— C/2miZ St «+— R/27Z C* «+—— R (xS!

o~




. . M113
Zweige des komplexen Logarithmus Erlauterung

(2 Zur Exponentialfunktion exp : C — C* erhalten wir (nur) lokal eine
Umkehrfunktion durch In : B(1,1) = C: 1+ z > Y20, (—=1)k1aF /k,
siehe C51 und M2N. Geht noch mehr? Ja, bis zur topologischen Grenze!

© Oben haben wir (py, s,) : R OV, = U, C S! explizit konstruiert
auf V) =10 — /1,0 + 1/afund U, = p(V,)) = {e*™ |t €10 — /1,0 + 1/a[ }.

Wir kénnen dies behutsam ausdehnen auf V; = [0 —1/2,0 + 1/2[ und
Uy =S\ {—e*™%} zu (p}, s5) : R O Vy = U; C S' durch Verkleben (E1p)
Pp = Pg U Py, und sy = sy U sg.1,, dank Gleichheit auf dem Uberlapp.

© Fir die komplexe Exponentialfunktion betrachten wir © = 276 und
setzen Wg = {u+iv e C|lv € ]0 — 7,0 + 7|} sowie Zg = C\ e© R_,,.
Darauf erhalten wir (expy,Ing) : Wg 22 Zg durch die Einschrankung
exXpg W k> 2 = exp(w) = e*(cosv + isinv) fir w = u +iv € Wg und
umgekehrt Ing : z = w = In|2| + 27isy(2/|2|) fir 2 = v + iy € Zg.

Wir nennen Ing mit © € R einen Zweig des komplexen Logarithmus.
Wie angegeben gilt Ing cexpg : w = 2z = wund expg olng : 2 = w = 2.
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© Diese Konstruktion zeigt, dass exp : C — C* eine Uberlagerung ist;
sie formalisiert das obige Bild und rechtfertigt unsere Intuition.

Als Dreingabe erhalten wir den zugehorigen Zweig der nten Wurzel
Tme  Zo — C: 2z exp(Ing(z)/n), wie oben erklart und genutzt,
als Schnitt zur nten Potenz p,, (2) = 2" geméB p, or, =id,_.

(2 Geht es einfacher? Nein, wohl kaum! Grofier? Nachweislich nicht!

Aufgabe: Erklaren Sie, warum der hier gefundene Definitionsbereich
Zgo = C\ ¢'® R_ maximal ist, also nicht erweitert werden kann.

(1) Eine (wie immer stetige!) Logarithmusfunktion L : C* 2 Z — C mit
expol = inc% gibt es nur auf Gebieten Z ohne geschlossene Wege um 0.

X

(2) Eine (stetige!) Wurzelfunktion r,, : C* O Z — C* mit p,, o r,, = inc},
fiir n € N, gibt es nur auf Gebieten Z ohne geschlossene Wege um 0.

Losung: Wir setzen unser Beispiel von Seite L215 fort und nutzen
die Fundamentalgruppe, ihre Funktorialitit und die Umlaufzahl.
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Die Fundamentalgruppe als Hindernis

(1) Wir wahlen z, € Z C C* und wy, = L(z,), somit gilt z, = exp(w,).
Wir finden und nutzen die folgenden kommutativen Diagramme:

(Z, %) T (Z, %)
1nc 7T1 1nc
ex M 7 (exp)
(C*, %) < ez:z (C, wy) m(C*, 29) T m(C, wp)
=~ | deg Nl
4 .
(Z,+) < ({0}, +)

Aus expoL = inc} folgt: Fiir jede Schleife v in (Z, ;) gilt deg(y) = 0,
dank 7, : Top, — Grp und der Kommutativitat des rechten Diagramms.

© Zu Zg C C* konnen wir keinen einzigen Punkt mehr hinzufiigen!
Fir Zg C Z C C* existiert eine Schleife v in (Z, z,) mit deg(vy) = 1.
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Die Fundamentalgruppe als Hindernis

(2) Wir wiahlen z, € Z C C* und wy = r,(z2,), somit gilt z, = p,, (w).
Wir finden und nutzen die folgenden kommutativen Diagramme:

(Z, %) (2, 2)
‘:mc \ :1> W1(1N
(C*, %) < Z:;Z (€, w) T (C", %) L T (C*, wy)
=~ | deg Nldeg
(Z,+) " (Z,+)

Aus p,, or, =inc} folgt: Fiir jede Schleife v in (Z, z,) gilt deg(y) € nZ,
dank 7 : Top, — Grp und der Kommutativitat des rechten Diagramms.

© Zu Zg C C* konnen wir keinen einzigen Punkt mehr hinzufiigen!
Fir Zg C Z C C* existiert eine Schleife v in (Z, z,) mit deg(v) = 1.
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Beispiel M1c: die komplexe Potenzfunktion

Das Paradebeispiel aus der Algebra ist die komplexe Potenzfunktion
p, : (C1) = (C*, 1) w w"

fiir n € Z. Dies ist ein stetiger Gruppenhomomorphismus.

Die Abbildung p, ist konstant, der triviale Homomorphismus.

Ferner ist p, die Identitdt und somit eine triviale Uberlagerung.

Auch p_;(w) = w/|w|?, als Spiegelung am Einheitskreis und der reellen
Achse, ist ein Homdomorphismus, also eine triviale Uberlagerung.
Allgemein gilt w™" = (w")~!, daher betrachtet man of nur n > 1.

Fir n # 0 ist p,, surjektiv, die nten Einheitswurzeln bilden den Kern

Ker(p,) =W, := {56@’5”:1}:{e%ik/”’k:O,l,...,n—l}.

Somit ist p, eine n-blittrige Uberlagerung, ebenso die Einschrinkung

Pp ¢ (SY,51) = (S, 1) s wie w™
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Komplexe Wurzeln sind extrem niitzlich und keineswegs trivial!

Sei n € N.,. Die n—te Wurzel von z = 0 ist w = 0 (mit Vielfachheit n).
Die nten Wurzeln von z = 1 sind alle ¢ € C mit £” = 1, also obige Menge.
Zu einer beliebigen komplexen Zahl z € C* berechnen wir eine Wurzel
w € C* mit w" = z wie folgt: Wir wihlen eine Polardarstellung z = pe'
mit p € R_, und ¢ € R und erhalten w = {/pe*/™. Die Probe ist w" = .
Alle weiteren Losungen sind dann {w mit £ € W,,. Wir nutzen folgende
kommutative Diagramme zur universellen Uberlagerung exp : C — C*:

(C,+) (R, +) (R, +)

ZJ/\/‘ A & &,
1 )
E <CX7 ) ﬁ_. (Sla'> g = “‘“JQ <R>07 )
g ~+
W(\W \p@z\@ Q\ﬂ o€
v 7 v 1}& v (SJ'(”
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Die Potenzfunktion p : C — C : w = w" mit n € N, ist eine schone und
wichtige Abbildung. Leider ist sie keine Uberlagerung im eng gesteckten
Sinne unserer Definition M14, denn keine Umgebung von 0 wird trivial
tiberlagert: Es gilt p~1(0) = {0} aber fip~1(2) = n fiir alle z # 0.

Die Abbildung p ist vielmehr das Modell einer verzweigten Uberlagerung
wie auf Seite M107 fiir n = 2 gezeigt. Da auch diese Abbildungen in der
(mathematischen) Natur auftreten, will ich sie hier nicht verschweigen.

Definition M1p: verzweigte Uberlagerung

Seip:Y — Ystetig und X C Y die Vereinigung aller trivial iiberlagerten
offenen Mengen U C Y. Ist X dicht in Y, so nennen wir p eine verzweigte
Uberlagerung (engl. branched covering oder ramified covering). Dabei
heifit y € Y \ X ein Verzweigungspunkt und Y \ X der Verzweigungsort.
Im Falle X = Yist p eine (unverzweigte) Uberlagerung.
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Beispiel: Sei ¢ : C x {1, ...,¢} — C gegeben durch ¢(w, k) = w™* wobei
ny,...,n, >1lund n =n, + -+ n,. Uber C* ist dies eine n—blittrige
Uberlagerung. Uber dem Verzweigungspunkt 0 hingegen liegen nur /
Urbilder, jeweis mit Verzweigungsindex n,, ..., n,.

Diesen allgemeineren Uberlagerungsbegriff verwendet man naturgeméf
in der Funktionentheorie und in der Algebraischen Geometrie (Formel
von Riemann-Hurwitz). Die Uberlagerungen im Sinne unserer Definition
M1A nennt man dann zur Betonung unverzweigte Uberlagerungen.

Der Einfachheit halber wollen wir im Folgenden eigentlich nur solche
unverzweigten Uberlagerungen untersuchen. In realistischen Beispielen
treten daneben auch auch verzweigte Uberlagerungen auf. Daher ist es
hilfreich, auch diese bennenen und dann behandeln zu koénnen.




Lokaler Homdéomorphismus ist noch keine Uberlagerung. o

Jede Uberlagerung ist gemifl M1A ein lokaler Homéomorphismus.
Die Umkehrung gilt nicht, wie Ja, b| & R zeigt. Noch interessanter:

e
lf\o -

Beispiel M1E: lokaler Homéomorphismus, aber keine Uberlagerung
Die Abbildung f:]0,2[ — S! : t i+ exp(2it) ist stetig und surjektiv
und sogar ein lokaler Homéomorphismus, aber keine Uberlagerung.

Jede offene Menge U C S' \ {1} wird trivial (zweiblattrig) iiberlagert.
Aber keine offene Umgebung von 1 wird trivial iiberlagert!
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Jede Uberlagerung ist gemifl M1A ein lokaler Homéomorphismus.
Die Umkehrung gilt nicht, wie uns obiges Gegenbeispiel M1k lehrt.
Simplizial sind solche Pathologien ausgeschlossen, sieche M1xk.

Dies wollen wir auch fiir kompakte Rdume retten, siche M1F.

(» Was macht einen lokalen Homéomorphismus zur Uberlagerung?

Sei f: Y — Ystetig/®". Ein Punkt # € Yheift (topologisch/®°) regulir,
falls f um den Punkt # ein lokaler Homéomorphismus ist (D30);
andernfalls heift der Punkt z singular oder kritisch.

Wir nennen x € Y einen (topologisch/%") reguliren Wert von f, falls
jedes Urbild & € f~1(z) ein regulirer Punkt ist. Andernfalls heifit z ein
kritischer Wert von f, das heiflt, mindestens ein Urbild ist kritisch.

Bemerkung: Fir eine €'-Abbildung f vereinbaren wir €' -Regularitit
in & durch die Invertierbarkeit der Ableitung f’(z), aka Jacobi-Matrix.
Der lokale Umkehrsatz C5¢ garantiert die (topologische/%°) Regularitit.
Dies ist oft leichter zu priifen und daher bequemer anzuwenden.
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© Jeder lokale Homdomorphismus f: ¥ - Y zwischen kompakten
Hausdorff-Riumen ist eine Uberlagerung. Genauer gilt folgendes:

Satz M1F: regularer Wert

(1) Ist f: ¥ — Yeine stetige Abbildung kompakter Hausdorff-Raume,
so ist f um jeden reguldren Wert x € Y'trivial: Jede hinreichend kleine
offene Umgebung wird trivial iiberlagert, mit endlicher Blatterzahl.

(2) Dank Einpunktkompaktifizierung F4p gilt dies ebenso fiir
jede eigentliche Abbildung lokal-kompakter Hausdorff-Raume.

Beweis: (1) Die Menge {z} ist abgeschlossen in Y, also ist die Faser
F~Yx) = {&,|i e I'} abgeschlossen in Y, somit kompakt (F1F).

Zu jedem Urbild 7, existiert eine offene Umgebung W, in ¥ mit
W; = f(W;) offen in Y, sodass die Einschrankung von f einen
Homoomorphismus f; : W, 5 W, stiftet. Insbesondere gilt

F Y (z) N W, = {&,}, somit ist Z, ein isolierter Punkt in f~(z).
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Kompakt und diskret bedeutet endlich. Sei also f~ o) ={2,...,2,}.
Da Y hausdorffsch ist, kénnen wir W N W = firi + j annehmen

Wir hitten gerne, dass die offene Menge W =W, N--NW, trivial
uberlagert wird. Leider ist das Urbild f~ 1(W) manchmal nicht ganz
in W := W, U UW, enthalten: Im obigen Beispiel M1E ist genau

dies das tiickische Problem! Wir korrigieren dies nun wie folgt:

Die Menge V = W \ f(¥ \ W) ist offen in Y und wird trivial iiberlagert.

Die Menge A = ¥ \ W ist abgeschlossen in Y, also kompakt.

Demnach ist ihr Bild A = f(A) in Ykompakt, also abgeschlossen.

Somit ist ¥ \ A offen, ebenso V' = W \ A. Nach Konstruktion gilt

x € Vsowie f L(V) C W, also schlieBlich f~ V)=V, u-uvV,

mit V, := f;1(V) C W, und f, : V, > V, wie gewiinscht. QED
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Beispiel: Die Kreislinie S! ist kompakt hausdorffsch. Die Abbildung
p, : St — St : 2 1 2™ ist ein lokaler Homéomorphismus, sogar lokaler
Diffeomorphismus um jeden Punkt z € S!, denn p/,(2) ist invertierbar.
Dank Satz M1r(1) ist p,, eine Uberlagerung mit endlicher Blétterzahl.

Beispiel: Der Raum C* ist lokal-kompakt hausdorftsch. Die Abbildung
p, : C* = C*: z — 2" ist eigentlich und ein lokaler Homéomorphismus,
sogar lokaler Diffeomorphismus um jeden Punkt z € C*, denn p/, (z) ist
invertierbar. Dank Satz M1r(2) ist p,, eine endliche Uberlagerung.

© Dies haben wir oben bewiesen durch explizite Konstruktion von
lokalen Umkehrungen. Satz M1r kann uns diese Arbeit vereinfachen,
insbesondere wenn uns die implizite Existenzaussage geniigt.

Gegenbeispiel: Auf p : R — S! : ¢ = €'’ und exp : C — C* lésst sich Satz
M1F leider nicht anwenden, da die Voraussetzungen nicht erfiillt sind.
Beides sind Uberlagerungen, doch dies miissen wir auf anderen Wegen
zeigen, zum Beispiel durch explizite Konstruktion wie oben.
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Korollar M1aG: Ausschneiden kritischer Werte
Sei f: ¥ — Yeigentlich zwischen lokal-kompakten Hausdorff-Raumen.

Dazu sei C C Y die Menge der kritischen Punkte, in denen f kein lokaler

~

Homoomorphismus ist, und C' = f(C) die Menge der kritischen Werte.
Wir setzen X := Y\ Cund X := f~1(X) =V \ fL(f(C)).
Dannistp = f @ : X = X eine Uberlagerung mit endlicher Blatterzahl.

Beweis: Die Menge C ist abgeschlossen in Y. Da f eine abgeschlossene
Abbildung ist (F5B), ist auch f(C) abgeschlossen. Somit ist X C Y offen
und ebenso X C Y. Dies sind demnach lokal-kompakte Hausdorff-Raume
(F3e) und p : X — X ist eigentlich. Nach Konstruktion ist p ein lokaler
Homdoomorphismus, also eine Uberlagerung (M1F). QED

Beispiel: Die Potenzabbildung p,, : C — C: z — 2" mit n € N ist stetig,
fiir n > 1 eigentlich, fir n > 2 in 0 kein lokaler Homdomorphismus. Nach
Entfernung von 0 erhalten wir die Uberlagerung p, : C* — C* : z = 2".
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Flz2) =23 =32 C = {+1}, C = {£2}.
Polynomfunktion als un/verzweigte Uberlagerung Erliuterung
Fz) = 2% — 222 C ={0,+1},C ={0,—1}
/

/
Y
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Die obigen Graphiken zeigen f: C - C: w=u+iv z =z + iy wie
tiblich als Projektion (z,y,u) < (u,v, z,y) des Funktionsgraphen in C2.

Satz M1u: Polynomfunktion als un/verzweigte Uberlagerung
Jede komplexe Polynomfunktion f: C = C: z+ 2" +a; 2" '+ +a,
von Grad n > 1 mit a,, ..., a, € C ist eine verzweigte Uberlagerung.

Die Verzwelgungspunkte sind die kritischen Werte f(z) mit f'(z) = 0.
Hier ist also C := {z € C| f’(2) = 0} endlich mit Bildmenge C := f(C).

Aufierhalb dieser endlichen Menge ist f eine n—blattrige (unverzweigte)
Uberlagerung p: X — Xnach X =C\Cvon X =p (X)) =C\ p~1(CO).

Insbesondere beweist dies den Fundamentalsatz der Algebra.

Beweis: (1) Die Funktion f ist eigentlich (F5g), denn fiir z — oo gilt
f(2) — 0. In jedem €'-reguliren Punkt z € C\ C, mit f'(z) # 0, ist f
ein lokaler Homdomorphismus dank lokalem Umkehrsatz (C5Q).
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(2) Andernfalls, fiir z € Cist w i~ f(z 4+ w) = by + bkwk + -+ b, w"
topologisch dquivalent zur Potenzfunktion w + w* mit Exponent k > 2
und somit eine verzweigte Uberlagerung (M1p). Diese kritischen Werte
kénnen wir ausschneiden und erhalten die Uberlagerung p : X — X.

Ausfiihrlich: (3) Die Einschrankung p = f?{( COX o XCC
ist ein lokaler Homdomorphismus. Dank Satz M1F ist p lokal trivial.

(4) Die Blatterzahl von p ist konstant, denn X ist wegzusammenhéngend.
Sie ist > 1. Hieraus folgt Surjektivitat, also p(X) = X, somit f(C) = C.

(5) Demnach existiert eine Nullstelle z, € C mit f(z,) = 0.

Durch wiederholte Polynomdivision folgt f(z) = (z — 21) - (2 — 2,,).
Fir jeden Wert a € C gilt entsprechend f(2) —a = (z — 27) - (2 — 23)).
Somit hat die Faser f~1(a) = {2}, ..., 2%} genau dann n Elemente,
wenn f’(z;) # 0 fir alle £ gilt, also a kein kritischer Wert ist.

Somit ist p : X — X eine n-blattige Uberlagerung. QED
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Aufgabe: Welche der obigen Argumente gelten noch iiber R?

Losung: Die Aussagen (1-3) gelten auch iiber R: Fiir jedes reelle Polynom
f: R — R erhalten wir eine Uberlagerung p : X — X. Allerdings gilt die
Aussage (4) nicht mehr, denn X = R \ C'ist i.A. nicht zusammenhéngend.
Tatsachlich ist die Blatterzahl von p im Allgemeinen nicht konstant.

Beispiel: Fir f: R — R: z - 1 — 22 gilt f/(z) = —2a, somit C = {0} und
C = f(C) = {1} und f~1(C) = {0}. Wir erhalten also die Uberlagerung
p: X — Xvon X =R\ {1} durch X = R\ {0}. Die Blitterzahl iiber R_,
ist 2, iber R.; hingegen 0. Insbesondere ist f nicht surjektiv.

Beispiel: Fiir f: R — R : 2+ 23 — 3z gilt f/(z) = 322 — 3, somit C = {+1}
und C = f(C) = {«2} und f~1(C)) = {+1, +2}. Wir erhalten also die
Uberlagerung p : X — X von X = R\ {2} durch X = R\ {+1, +2}.
Die Blatterzahl iiber |—2, 2] ist 3, aber nur 1 Uiber |—o0, —2[ und ]2, oo|.
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Polynomfunktion als un/verzweigte Uberlagerung Erliuterung
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Beispiele:

Die Skizze zeigt drei Graphen X, Y, Z mit simplizialen Abbildungen
p:Y — Xund ¢: Z — X. Dies sind Uberlagerungen, mit 2 bzw. 3
Blattern, denn jeder Eckenstern wird trivial tiberlagert (M1K).

© Bei n—facher Uberlagerung ver-n-facht sich die Euler—Charakteristik:
Wir sehen hier x(X) = —1und x(Y) = 2x(X) und x(Z) = 3x(X).

~

Das dritte Beispiel r : X — X zeigt eine unendliche Uberlagerung.
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© Diese einfachen Beispiele enthalten bereits viele Beobachtungen,
die sich im Folgenden entfalten und als wichtig erweisen werden.
Es lohnt sich daher, diese Beispiele genau anzuschauen, in unser
Repertoire aufzunehmen und immer wieder helfend heranzuziehen.

Zum Beispiel erweist sich p : Y — X als eine Galois-Uberlagerung:

Auf dem iiberlagernden Raum Y operiert die zweielementige Gruppe 7Z/2
fasertreu durch Vertauschen der Indizes 1 2 2. Dies ist eine simpliziale
Operation, und der Quotient ist 4quivalent zu p: ¥ — X.

Fiir die zweite Uberlagerung ¢ : Z — X hingegen gilt dies nicht.
Auf Z konnen wir Z/3 nicht fasertreu simplizial operieren lassen.
Somit ist ¢ ein kleinstes Beispiel einer ,nicht normalen“ Uberlagerung.

Bemerkung: Die Uberlagerung ist hier die Einschrinkung der Projektion
p:R3> = R?: (2,9, 2) = (z,y), wirklich iiberschneidungsfrei gelingt es
erst mit R* — R2. Sie konnen nun leicht explizite Koordinaten angeben.
Abstrakte SKomplexe sind wie immer besonders bequem und effizient.




. . M135
Uberlagerungen geschlossener Flachen
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Uberlagerungen geschlossener Flachen Erliuterung

© Wir kénnen jeden Graphen X etwas aufdicken, etwa eingebettet im
R3 zu einer kleinen e~-Umgebung: Ecken werden zu Vollkugeln (= D?)
und Kanten zu Vollzylindern (= D? x [0, 1]). So erhalten wir zum Graphen
X den Henkelkorper N (X)), wohldefiniert bis auf Homéomorphie.

Die obige Graphik zeigt genau dies, wenn wir im Graphen die Ecken und
Kanten nicht als ideal diinn betrachten, sondern als realistisch dick.

Darin liegt X & N(X) als starker Deformationsretrakt, insbesondere
haben beide dieselbe Euler-Charakteristik. Der Rand A = ON(X) des
Henkelkorpers ist eine geschlossene Flache, A =~ F,f, mit doppelter
Euler—Charakteristik, x(A) = 2x(X). Die obige Skizze zu Graphen zeigt
also zugleich interessante Uberlagerungen geschlossener Flichen.

© Wichtige Uberlagerungen von Flichen entstehen auf eine zweite Art.
Wir erinnern uns an die Konstruktion der nicht-orientierbaren Flachen:
Auch der Quotient {+1} ~ F; — F, ist eine simpliziale Uberlagerung.
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© Die obigen Beispiele zu Graphen und Flachen motivieren die folgende
allgemeine Begriffsbildung zu simplizialen Uberlagerungen:

Satz M1k: simpliziale Uberlagerung
Sei p : L — K eine simpliziale Abbildung. Zu jeder Ecke y € Q(L) iiber
r = p(y) haben wir den Eckenstern

St(y, L) = {T € L|{y}UT € L}
und erhalten die Einschridnkung p,, : St(y, L) — St(z, K'). Wir nennen p
eine simpliziale Uberlagerung, fall p, bijektiv ist fiir alle y € Q(L).

Dann ist die topologische Realisierung |p| : |L| — |K| eine Uberlagerung.
Hat p Blatterzahl n» und ist K endlich, so auch L, und x(L) = n - x(K).

(@ Im Allgemeinen geniigt lokale Hom6omorphie nicht, wie Beispiel
M1k lehrt. Im simplizialen Falle sind solche Pathologien ausgeschlossen.
Diese Beobachtung wird im Folgenden zu einem niitzlichen Werkzeug.
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Beweis: (1) Zur Ecke = € Q(K) besteht F,, = {y € Q(L) | p(y) = = }
aus allen Ecken tber x. Fur y # ' in F, gilt St(y, L) N St(y’, L) = .
Andernfalls lage eine Ecke z im Schnitt, also y,3" € St(z, K), und
wegen p(y) = p(y’) = x ware p auf diesem Stern nicht injektiv.

Somit wird der offene Eckenstern st(z, K') C |K| trivial Giberlagert
durch die offenen Eckensterne | | .y st(y, L). Da dies fir jede Ecke
r € Q(K) gilt, ist |p| : |L| — |K| eine Uberlagerung, da lokal-trivial
iiber der offenen Uberdeckung |K| = Uzea(r) st(x, K).

(2) Uber jedem Simplex S € K liegen genau n Simplizes T' € L, derselben
Dimension: Uber jeder Ecke z € S und zu jedem ihrer Urbilder y € p~!(z)
existiert dank Bijektivitat von p, : St(y, L) — St(x, K) genau ein Simplex
T € L mity € Tund p(T) = S. Daraus folgt x(L) = n - x(K). QED

© Simplizial ist wie immer alles besonders schén und einfach.
Im endlichen Falle haben wir zudem die Euler—Charakteristik.
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Ubung: Sei K ein zusammenhingender Graph.

(1) Ist K ein Baum, also zykelfrei, so ist jede Uberlagerung trivial. (M2m)
(2) Hat K mindestens einen Zykel, so existieren zusammenhéngende
Uberlagerungen p : L — K mit beliebiger Blitterzahl n = 1,2, 3, ..., cc.
(Erstellen Sie geeignete Skizzen, die Formalisierung ist dann leicht.)

Simpliziale Uberlagerungen sind so einfach und so wirkunsgvoll,
dass wir gerne noch genauer hinschauen und tiefer bohren wollen:
Wir nennen p : L — K eine simpliziale Immersion / Submersion,
falls zu jeder Ecke y € (L) die Abbildung p, : St(y, L) — St(z, K)

injektiv / surjektiv ist. (Gilt beides, so ist p eine Uberlagerung.)

Ubung: Sei p : L — K eine simpliziale Immersion / Submersion /
Uberlagerung. Jeder Kantenzug w = v,yv; ... v,, in K erlaubt zu
gegebenem Startwert 9, € p~!(v,) hochstens / mindestens / genau
eine Hochhebung w = 9,9, ... 0,, in L mit p(v,) = v, fur alle k.
(Hierzu ist Satz M4A das topologische Gegenstiick.)
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Ubung: Ist f: (L,y,) — (K, z,) eine simpliziale Immersion von Graphen,
so ist der induzierte Homomorphismus 7, (f) : 7y (L, y,) — 7 (K, x)
injektiv. (Hierzu ist Korollar M4B das topologische Gegenstiick.)

[[]].R. Stallings: Topology of finite graphs. Invent. Math. 71 (1983) 551-565

Zur Untersuchung freier Gruppen als Fundamentalgruppen von Graphen
erweisen sich Immersionen als niitzlich, wie John R. Stallings entdeckte
und zu einer schonen Theorie ausbaute. Auf wundersam elegante Weise
verbindet sie Graphen, Gruppen und Algorithmen. In seinen Worten:

I wanted to prove the standard theorems on free groups, and discovered that,
after a few preliminaries, the notion of “locally injective map” (or “immersion”)
of graphs was very useful. This enables one to see, in an effective, easy,
algorithmic way just what happens with finitely generated free groups.
One can understand in this way Howson’s theorem that if A and B are
finitely generated subgroups of a free group, then A N B is finitely generated.
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Was ist eine Hochhebung?

(X, zy) Rog xR

(W, wy) —1 (X, 20) 0,1] — 2 ¢

Seienp: X — Xund f: W — X stetig. Eine Hochhebung fvon f
beziiglich p ist eine stetige Abbildung f W — X mitpo f f.

Entsprechend mit Fulpunkten, wie im obigen Diagramm: Gegeben sind
p: (X, zy) = (X,2y) und f: (W, wo) (X, zp) stetig. Eine Hochhebung
fvon fist eine stetige Abbildung f (W, wy) — (X, Ty) mit p o f=

Beispiel M2a: Polarkoordinaten p : R_; x R — C* mit p(r, ) = re'?.
Jeden Weg v : [0,1] — C* wollen wir schreiben als v(t) = r(t) el¥®.
Gesucht ist also eine Hochhebung (7, ) : [0, 1] — R., x R. Hierzu ist der

Startpunkt v(0) = r, €'¥0 vorgegeben. Existieren Losungen? genau eine?
Fir den Radius r(t) = |y(¢)] ist das klar, fiir das Argument (%) nicht!
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Was ist eine Hochhebung?

(C,0) (C*,0)
;}‘/ //>( 5] //>(
///’/ \[exp ///// lpn
([07 1]70) % ((val) ([071]70) % (CX71>

Beispiel M2B: Exponentialfuntion exp : C — C* mit z - exp(z) = €7.
Jeden Weg v : [0, 1] — C* wollen wir hochheben zu v(t) = ¢7%; dies 16st
»7 = In~", obwohl keine stetige komplexe Logarithmusfunktion existiert.

Beispiel M2c: Potenzfunktion p,, : C* — C* : w — w" mit n > 2.
Jeden Weg ~: [0, 1] — C* mochten wir darstellen als y(t) = 7(¢)"; dies
16st ,7 = /7", obwohl keine stetige komplexe Wurzelfunktion existiert.

© Das erinnert uns stark an gewohnliche Differentialgleichungen.
Gegeben ist f: R™ D U — R" stetig. Wir wollen ¢’ (t) = f(y(t)) l6sen:
Zu jedem Anfangswert y(0) = z, suchen wir Losungen y : R O I — R".

(2 Das fiithrt uns zur zentralen Frage nach Existenz und Eindeutigkeit!
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Hochhebung: Existenz und Eindeutigkeit

R,0 R,0
i (keZ) 7 ( ) af 7 ( )
_1r—>1/24/—fc// lp:tHeth /// lp:tl_)e%rit
0 - f:inc 1 1 - f:ld 1

Beispiel M2D: Weder Eindeutigkeit noch Existenz sind automatisch!

Die Inklusion f: (S° 1) < (S*, 1) erlaubt mehrere Hochhebungen:
Zwar ist f(1) = 0 festgelegt, aber f(—1) € 1/2 + Z ist frei wahlbar.

Die Identitét id : (S*,1) — (S!, 1) ist nicht nullhomotop (J4A) und erlaubt
daher keine Hochhebung beziiglich p : (R,0) — (S*,1) : t - 2™,

Jede stetige Abbildung f (St,1) — (R, 0) ist zusammenziehbar relativ 1
vermdge der affinen Homotopie H : [0,1] x S! — R mit H(¢,z) = tf(z).
Gilte p o f = idg:, so wiire auch idg: zusammenziehbar vermoge
H:[0,1] x St — S! mit H = p o H. Das widerspricht J4A.
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X (X, %)
<17 A
2T
f o
W r X (W, wy) —— (X, )

Proposition M2E: Eindeutigkeit der Hochhebung

Seip : X — X eine Uberlagerung, f: W — X und g,h: W — X stetig
mit f = pog=poh. Wir zerlegen W = A U B in die beiden Mengen
A:={weW|gw)=h(w)},
B:={we W|g(w) # h(w) }.
Beide sind offen! Ist W zusammenhéngend, so gilt A = Woder B = W
o Gilt g(w) = h(w) fir ein w € W, so folgt g(w) = h(w) fir alle w € W.
o Gilt g(w) # h(w) fir ein w € W, so folgt g(w) # h(w) fiir alle w € W.

v
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Eindeutigkeit der Hochhebung

X
h,
2 Za
|44 / > X

(V,w) —L— (U, )

Beweis: Sei w € W. Zum Bild z := f(w) existiert eine trivial iiberlagerte
offene Umgebung U C X; es existiert eine Zerlegung p~*(U) = | |,c; U; in
offene Mengen U, C X, und p stiftet Hom6omorphismen p, : U, =~ U.
Wegen f(w) = po g(w) = po h(w) existieren j, k € I mit g(w) =: 7, € ﬁj
und h(w) := &, € U,. Dazuist V = g_l(ﬁj) Nh~1(U,) 5 w eine offene
Umgebung. Nach Konstruktion gilt g|y, = p;* o f|, und hly, = p;;* o fly-

Aus w € Afolgt j = k und somit g|,, = hly, also V C A. Aus w € B folgt
j # kund somit sind g(V') C U, und h(V) C U, disjunkt, also gilt V C B.
Somit sind A und B offen in W. QED
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Durch Angabe eines Basispunktes erhalten wir Eindeutigkeit:

(X, %) (R, %)
gh 7 l 5 7 l
. p L p
// f //
<W7w0> — <X7$0) ([07 1]7()) L> (Slax0>

Korollar M2F: Eindeutigkeit moglicher Hochhebungen

Seip: (X,%,) — (X, z,) eine Uberlagerung und f: (W, w,) — (X, z,)
eine stetige Abbildung. Ist der Raum W zusammenhéngend, so existiert
zu f hochstens eine Hochhebung: Sind ¢, h : (W, w,) — (X, &,) stetig
und erfiillen beide po g = po h = f, so gilt ¢ = h dank M2k. QED

Beispiel: Wir betrachten die Uberlagerung p : C — C* : z - €2,

Jeder Weg v : [0,1] — C* : t = ¢7() erlaubt genau die Hochhebungen

i :10,1] = C: t = A(t) + 27ik fur k € Z. Ist 4 : [0, 1] — C eine beliebige
Hochhebung, so gilt 4(0) = 4, (0) fir genau ein k € Z, und somit ¥ = 7,.
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Satz M2G: Hochhebung von Wegen und Homotopien

Seip: (X,%,) — (X, z,) eine Uberlagerung. Zu jeder stetigen Abbildung
f:([0,1]™,0) — (X, z,) existiert genau eine Hochhebung f beziiglich p,
also eine stetige Abbildung f : ([0,1]",0) — (X, &,) mitpo f = f.

Skizze fur n = 1: 7 s
f T
dl
O 1 f \ ZUO Spp—
I T 3 S

Hochhebung von Wegen ist plausibel, simplizial ist sie klar (M139).
Doch schon fiir Homotopien (n = 2) verldsst uns die Anschauung...
Wir brauchen einen Beweis! Ich fiithre die Konstruktion fiir Biindel aus;
das ist abstrakter, also allgemeiner und damit vielseitiger anwendbar.
Uberlagerungen sind die lokal-trivialen Biindel mit diskreter Faser.
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Satz M2;:

(1) Sei B = B; U B, mit B; N B, = {b,} und B;, B, C B abgeschlossen.
Ist p: E — B trivialisierbar iiber B, und iiber B,, so auch iiber B.

Beweis: Zu p, = p|B, : E; — B, sei 1, : B, x F;, = E, eine Trivialisierung.

Wir erhalten 75, = 75 0 (idg X h) : By x F} = E, mit 75 = 7, auf {b,} x F].
Ihre Verklebung 7 = 7, U 75 : B x F} =~ F trivialisiert p. QED

Lokal-trivial tiber [0, 1] ist trivial. Mz10

Genauer sei (7,,0,) : B; X F, = E. eine Trivialisierung von p, fir i = 1, 2.
Durch die obige Umparametrisierung (h, k) : F; = F}, erhalten wir daraus
Ty =Tyo(idg X h): By x F} = Fyund o5 = (idg X k) ooy : By — By X F}
mit (75,05) : B, X F} = E, und zudem (15, 05) = (7y,04) auf {b,} x Fj.
Ihre Verklebung (7,0) : B x F} ~ F trivialisiert p.

Satz M2:
(2) Jedes lokal-trivialisierbare Biindel p : £ — [0, 1] ist trivial. J

Beweis: Zu p existiert eine offene Uberdeckung (U;),.; von B = [0, 1],
sodass p|U; trivial ist iiber jedem U; C B. Wir unterteilen Bin / € N,
gleichlange Teile B, = [(i — 1)/¢,i/¢] fur i =1, ..., L. Ist £ grof} genug,

so ist p| B, trivial iiber jedem B,. Warum? Dank Lebesgue—-Zahl! (F2B)

Dank (1) ist p trivial iiber B; U...U B, fiir i = 1, ..., ¢, also iiber B. |QED




o . .« . M211
Verkleben von Trivialisierungen

Satz M2:

(3) Sei B = B; U B, mit B; N B, = {b,} und B;, B, C B abgeschlossen.
Ist p: F — B x C'trivial iber B; x C'und B, x C, so auch iiber B x C.

Aufgabe: Beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Konstruktion (1).
Beweis: Zu Bf = B, x C'und p, = p|B; sei (1;,0;) : Bf X F, = E, eine
Trivialisierung. Uber B}, = {b,} x C wird auf zwei Arten trivialisiert:

CxF =, p L ({hy} X O)

(Cau)HTl(b(hC?u)

|
|

21 hi=7y(bg,~) " oTy (bg,-)
|

C x F, =, p L ({hy} X O)

(C,U)HTQ(bO,C,U)

Durch die obige Umparametrisierung (h, k) : F; = F}, erhalten wir daraus
Ty =Tyo(idg X h): By x F} - Fyund o), = (idg X k) ooy : E5 — By X F}
mit (75,0%) : By x F} = E, und zudem (75, 05) = (17,0, ) auf B§ x F}.

Ihre Verklebung (7,0) : B* x F} =~ F trivialisiert p. QED

Lokal-trivial tiber [0, 1]™ ist trivial. M1z

Satz M2:
(4) Jedes lokal-trivialisierbare Biindel p : E — [0, 1]™ ist trivial. J

p ist trivial
iiber [0, 1]™.

Aufgabe: Beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Konstruktion (2).

Beweis: Zu p existiert eine offene Uberdeckung (U,),.; von B = [0, 1],
sodass p|U; trivial ist iiber jedem U; C B. Wir unterteilen Bin ¢ € N,
Wiirfel B, = [[7_[(i, — 1)/¢,4,,/¢) tur i € {1, ..., ¢}". Ist £ grof} genug,
so ist p| B, trivial iiber jedem B,. Warum? Dank Lebesgue—Zahl! (F2B)
Dank (3) ist p trivial iber B, nach obigen Verklebeschema. QED

Ubung: Die Skizze zeigt n = 2. Fithren Sie die Induktion iiber n aus.
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Zuruickziehen eines Bundels

? E E’ f=prs (b, e) |—>f:m2 e

s B
Jp Jp’pl‘1 Jp Ip’—pr] ]p
s B

B’ S B B’ 7 b A

Seip: E — Bein Blindel g : B° — B eine beliebige stetige Abbildung.

Thr Faserprodukt " = B’ x, E:={(b',e) € B' x E|g(b") = p(e) }
definiert das zuriickgezogene Biindel g*p :=p" : B — B": (b',e) = b’
und den Biindelmorphismus (f,g) : p’ — pmit f: B/ — E: (V',e)  e.
Satz M2k:

Ist p : E — B lokal-/trivial, so auch jede Zuriickziehung ¢*p : £’ — B’. J

Beweis: (1) Sei (7,0) : Bx F = E: (b,u) & e eine Trivialisierung von p.
Wir erhalten die Trivialisierung (7',0") : B’ x F = E" : (b',u) ' (b', e)
von p’ durch 7/ (b",u) = (b',7(g(b"),w)) und o’ (b, €) = (b’, pryo(e)).

(2) Ist p trivial tiber U C B, so ist p’ trivial iiber U" = ¢~ }(U) C B’. |QED

. . . . M214
Zuruckziehen eines Biindels Erliuterung

© Aus den gegebenen Daten lasst sich nur eine sinnvolle Trivialisierung
bauen. Unser erster und einziger Versuch gelingt tatsichlich!

Aufgabe: Priifen Sie die behaupteten Eigenschaften nach!
Losung: (1) Zunachst die globale Trivialisierung (7/,0") : B’ x F = E":
Ist 7" : B" x F — E’ wohldefiniert? Ja, denn p(e) = p(7(g(b’),u)) = g(b").
Die Stetigkeit von 7/, ¢’ ist klar, ebenso p’ o 7" = pr; und pr; o 0’ = p’.
o’ o1 (b u) = (b e=71(g(b),u)) — (b, pryo(e)) = (b, u),
T oo’ (b e) = (b u = pryo(e)) = (b, 7(g(b"),u))
— (b/,T(p<€),pI‘2O'(€))> — (b/77<0(€))> — (bla 6).

Somit ist (7, 0”) ein Biindelisomorphismus B” x F' = E’, wie behauptet.

(2) Uber U C B haben wir das eingeschrinkte Biindel p|U : E;; — U mit
Ey:=p ' (U) C E.Uber U’ = g~}(U) C B’ haben wir p'|U’ : E};, — U’
mit Totalraum E},, = p" "} (U’) = {(V/,e) e U’ x E|g(b') =p(e)} C E'.
Ist p|U trivial, so auch p’|U” dank (1). QED




Anwendung: Hochhebung von Wegen und Homotopien e

Satz M2L: Hochhebung von Wegen und Homotopien

Seip: (E,ey) — (B,by) eine lokal-triviales Biindel. Zu jeder stetigen
Abbildung ¢ : ([0,1]",0) — (B, b,) existiert eine Hochhebung g iiber p,
also eine stetige Abbildung g : ([0,1]",0) — (E,ey) mit po g = g.

© Dank unserer Vorbereitungen ist dies nun trivialilisert:

f=pr,

0,1]" x F —— F’ y B

n

: \Lpﬁ p'=pr, p
\

\

[0,1]" 0,1 —— B

Beweis: Das zuriickgezogene Biindel p’ = ¢*p : £’ — [0, 1]"

ist lokal-trivial dank M2k, somit trivial dank M2j: Es existiert

eine Trivialisierung 7: [0,1]" x F'~% E’ mit (0, u,) — (0, ¢ey).

Die Abbildung g : [0,1]" — Emit g(x) = pry7(x, u,) ist stetig,

erfillt g(0) = egund po g(z) = p o pry7(z, uy) = g(x). QED

Anwendung: Hochhebung von Wegen und Homotopien Exliuterung

Daraus folgt insbesondere der obige Satz M2 als schéner Spezialfall:
Seip: (X,%,) — (X,x,) eine Uberlagerung. Zu jeder stetigen Abbildung
£:([0,1]",0) = (X, z,) existiert genau eine Hochhebung f beziiglich p,
also eine stetige Abbildung f : ([0,1]",0) — (X,%,) mit po f=

Wie bei vielen Problemen lohnt es sich auch hier,
Existenz und Eindeutigkeit separat zu behandeln.

© Die Existenz gilt fiir jedes lokal-triviale Biindel, dank Satz M2L.
Dieser allgemeine Fall ist lehrreich, kostet uns keine zusétzliche Miihe
und liefert eine niitzliche Eigenschaft, die wir weiter nutzen konnen.

© Die Eindeutigkeit ist eine besondere Eigenschaft von Uberlagerungen,
gemafl M2k: Da die Faser diskret ist, hat eine weitere Hochhebung keine
Moglichkeit abzuweichen. Genau dies zeigt unser obiger Beweis.
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Korollar M2m: triviale Uberlagerung
(1) Seip: X — X eine Uberlagerung. Ist X wegzusammenhingend
und X einfach zusammenhingend, so ist p ein Homdomorphismus.

(2) Ist X lokal wegzusammenhéngend und einfach zusammenhangend,
so ist jede Uberlagerung p : X — X trivial.

Beweis: (1) Nach Definition M1Aa ist p surjektiv und ein lokaler
Homoomorphismus. Es geniigt zu zeigen, dass p injektiv ist.

» b | Ty const x a const b
v da X wegzs
a = |7 H x| = |a a b| = a=0b

r| N

(2) Dank (1) ist p : X = | |7 (X ) — X eine triviale Uberlagerung. [QED
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Anwendung;: triviale Uberlagerung Erliuterung

Aufgabe: Fithren Sie die obige Beweisskizze sorgsam aus.

Losung: (1) Seien a, b € X zwei Punkte mit gleichem Bild 2, € X. Da X
wegzshgd ist, existiert ein Weg 7 : [0,1] — X von 5(0) = a nach 5(1) = b.
Sein Bild y = p o4 : [0,1] — X ist somit eine Schleife in (X, z).

Da X einfach zshgd ist, existiert eine Homotopie H : v =~ const rel {0, 1},
also eine stetige Abbildung H : [0, 1]> — X mit den Randbedingungen
H(0,t) =~(t)und H(0,t) = H(s,0) = H(s,1) = x, fur alle s,t € [0, 1].
Dank M2g existiert eine Hochhebung zu einer stetigen Abbildung

H :10,12 — X mit po H = H und dem Startpunkt H(0,0) = a.

Dank Eindeutigkeit der Hochhebung (M2F) erhalten wir fiir die vier
Randwege das obige Bild: Hieraus folgt a = b. Somit ist p injektiv.

(2) Mit X ist auch X lokal wegzusammenhingend (M1n). Daher zerfllt
X = |_| 7,(X) in die topologische Summe seiner Wegkomponenten (G3c).

Fiir X, € m,(X) erhalten wir durch Einschriankung p; : X, — X eine
Uberlagerung (M1L). Dank (1) ist p; ein Homéomorphismus. QED
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Beispiel: Jede Uberlagerung p : X — [0, 1]™ ist trivial. Diese Aussage
benotigen wir im Beweis, und sie ist als Spezialfall im Satz enthalten.

Die Hochhebung von Wegen und Homotopien stiftet den grundlegenden
Zusammenhang zwischen der Fundamentalgruppe 7, (X, z,) und allen
Uberlagerungen p : (X, #,) — (X, z,). Bevor wir dies zur allgemeinen
Theorie und schliefSlich zur Galois—Korrespondenz ausbauen, méchte ich
schon jetzt Korollar M2m als erste direkte Folgerung betonen.

Beispiel: Fiir n > 2 ist jede Uberlagerung p : X — S™ trivial.

Ebenso ist jede Uberlagrung p : X — R"*1 \ {0} trivial.

Fiir n = 1 hingegen gibt es nicht-triviale Uberlagerungen p : St — S!
und p : C* — C*, zum Beispiel p(z) = z* mit k € N.,.

Diese einfache Beobachtung hat erstaunliche algebraische Konsequenzen,
wie der Satz von Gelfand—-Mazur (M20) und der Satz von Hopf (M29).

. . M220
Anwendung: triviale Uberlagerung Erlauterung

© Jeder Raum X erlaubt selbstverstindlich triviale Uberlagerungen

p: X X F— F: (z,u) — r mit jeder beliebigen diskreten Faser F' = ().
Manche Riume erlauben ausschlieflich triviale Uberlagerungen, etwa alle
Wiirfel [0, 1]™ oder die Spharen S™ fiir n > 2 oder allgemein jeder Raum,
der lokal wegzshgd und einfach zshgd ist

/\ Der lokale Wegzusammenhang ist in (2) wirklich notwendig!
Der Pseudokreis W C C ist einfach zusammenhingend, erlaubt aber
dennoch nicht-triviale Uberlagerungen.
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Der Satz von Gelfand—Mazur Exliuterung

Erinnerung: Die Exponentialfunktion exp : (R, +,0) = (R_,, -, 1) ist

ein Gruppenisomorphismus und ein Diffeomorphismus. Hingegen ist
exp : (C,+,0) = (C*, -, 1) ein Gruppenhomomorphismus mit Kern 27iZ,
lokaler Diffeomorphismus und einfach zshgde Uberlagerung.

Allgemein: Sei (A, -, 1) eine R-Banach—Algebra mit Eins und
exp: A— A :exp(z) =52,z /k!.

Fir z,y € A mit xy = yx gilt exp(x + y) = exp(z) exp(y), insbesondere
exp(x) exp(—z) = exp(0) = 1. Somit ist exp(x) in A invertierbar und
exp(z)~! = exp(—z). Damit ist exp : (A,0) — (A%, 1) ein lokaler
Diffeomorphismus um 0. Als lokale Umkehrung haben wir

In: B(1,1) > A : In(1 +xz) =2, (—1)"1z*/k

Es gilt exp’(z) = exp(z) und In"(a) = a™!. Fir alle x € B(0, 1) folgt
daraus f(z) := exp(In(1 4+ z)) = 1 + x, denn wir finden f(0) =1
und f/(z) = exp(In(1 + 2))(1 + )71, also f/(0) = 1 und f”(z) = 0.
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Der Satz von Gelfand—Mazur Exliuterung

Fir jede kommutative Banach—Algebra ist die Situation besonders schon,
so wie exp : (R, +,0) > (R.4,-,1) und exp : (C,+,0) = (C*, -, 1):
Satz M2nN:
Fiir jede kommutative Banach-Algebra (A4, +,0, -, 1) gilt:
1 Die Exponentialfunktion exp : (4,4,0) — (A, 1)
ist ein Gruppenhomomorphismus mit diskretem Kern.

2 Die Bildmenge ist exp(A) = A := [1] 4, die Komponente der Eins,
und hiertiber ist exp : (4,0) — (A}, 1) eine Uberlagerung.

Beweis: (1) Dies haben wir eben nachgerechnet dank In. (2) Der Raum A
ist zusammenhangend, also auch das stetige Bild exp(A) in A*. In A} ist
exp(A) eine offene Untergruppe von A, somit auch abgeschlossen, also
exp(A) = Af. (3) Wir haben exp () := exp(a + x) = exp(a) exp(r) mit
Umkehrung In, (z) := a+ In(exp(—a) - x) fiir € B(exp(a), |exp(a)|). |QED

© Aus diesen analytischen Eigenschaften der Exponentialfunktion
gewinnen wir nun eine bemerkenswerte algebraische Folgerung...
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Wir kennen die Banach-Algebren R und C sowie R™*"™ und C"*",
Erstere sind sogar Korper, Letztere offensichtlich nicht. Klassifikation:

Satz M2o: Gelfand—Mazur

Ist eine Banach—Algebra A ein Korper, so ist dimp(A) > 3 unmoglich.
Es bleibt nur dimg(A) € {1, 2}, folglich ist A isomorph zu R oder C.

Beweis: Angenommen, es gilte dimy A > 3. Die Gruppe A* = A\ {0}
ist dann einfach zusammenhingend (L2v). Die Exponentialabbildung
exp : (A,+,0) = (A%, 1) ist eine Uberlagerung (M2N), daher trivial

(M2m), also ein Homéomorphismus und ein Gruppenisomorphismus.
In der Gruppe (A*,-, 1) hat das Element —1 die Ordnung 2. Hingegen hat
(A, +,0) als R-Vektorraum aufler 0 keine Elemente endlicher Ordnung.
An diesem Widerspruch zerbricht unsere Annahme dimy A > 3. |QED

Bemerkung: Uber R liegt —1 gar nicht erst im Bild von exp : R = R_,,.
Uber C gilt exp : C = C* mit exp(7i) = —1 und 7i + 7i € Ker(exp).
Ein Widerspruch entsteht erst fiir dimy A > 3, wie gezeigt.
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Der Satz von Gelfand—Mazur Exliuterung

Aufgabe: Das beweist erneut den Fundamentalsatz der Algebra (FTA);
der Korper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen!

Losung: Angenommen, es gabe ein Polynom P € C[X] vom Grad
deg P > 2 ohne Nullstellen in C. Nach Primzerlegung kéonnen wir P
zudem als irreduzibel annehmen. Dann wire der Quotientenring

A = C[X]/(P) ein Korper mit dimy A = deg P > 2, also dimp A > 4.
Dank endlicher Dimension ist A automatisch eine Banach—Algebra.
Das widerspricht dem Satz M2o von Gelfand-Mazur.

© Die Voraussetzung ist analytisch, die Schlussfolgerung algebraisch,
der Beweis topologisch. Verschiedene Aspekte der Mathematik arbeiten
hier wunderbar harmonisch zusammen zu einem erfolgreichen Ganzen.

Als Dreingabe erhalten wir erneut einen verbliiffenden Beweis des FTA.
Das war zwar anfangs gar nicht unser Ziel, ist aber immer wieder schon.

Es ist schon kurios: Wir nutzen den FTA seit Anbeginn des Studiums,
doch leider ist ein Beweis anfangs noch aufler Reichweite. Spater scheint
jeder Satz, der etwas auf sich hilt, den FTA als Korollar mitzubringen.
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Gruppenoperation und Quotient

Beispiel: Die Gruppe {+1} operiert auf der Sphire S* C R*™! durch
Punktspiegelung. Der Quotient {41} ~ S™ — RP" ist eine Uberlagerung.

Beispiel: Die Gruppe {+1} operiert auf der Modellflache F; C R? durch
Punktspiegelung. Der Quotient {+1} ~ F,” — F; ist eine Uberlagerung.

Definition M3A: Gruppenoperation

Sei (G, -, 1) eine Gruppe und X eine Menge. Eine Linksoperation G -~ X

von G auf X ist eine Abbildung ¢ : G x X — X : (¢, ) — gz, sodass gilt:
lez=2 und ¢ «(g:.x)=(¢9 -g)-x furalleg,¢ € Gundzx € X.

Wir schreiben kurz gz = g+ x = (g, x). Wir definieren = ~ y falls y = gx
fiir ein g € G. Dies ist eine Aquivalenzrelation. Reflexivitit: z = 1z.
Symmetrie: Aus y = gz folgt g7y = g1 (g92) = (¢ g)x = 1o = .
Transitivitit: Aus y = gz und z = ¢’y folgt z = ¢'(gx) = (¢'g)z.

Gruppenoperation und Quotient o

Die Aquivalenzklasse Gz := {gx | ¢ € G’} nennen wir die Bahn oder den
Orbit des Punktes » € X unter der Operation von G. Der Bahnenraum ist
die Quotientenmenge G\ X := { Gz | x € X }. Die Quotientenabbildung
istq: X — G\X : z = Gz. Tragt X eine Topologie, so versehen wir G\ X
mit der Quotiententopologie. Zusammenfassend schreiben wir:

GAX-LG\X

Etwas allgemeiner und flexibler schreiben wir G ~ X - Y, wenn

¢ : G x X — X eine Operation der Gruppe G auf dem Raum X und

p: X — Yéaquivalent zum Quotienten ¢ ist, also ein Homéomorphismus
h: G\X =% Ymit p = h o ¢ existiert. Zusammengefasst als Diagramm:

L p
G~ >*X —Y

J h
q ~

G\ X
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Beispiel M3c: Wir kennen bereits die folgenden Gruppenoperationen:

omiZ ~ CSB Cx, 21Z ~R-ES! mit p(t) = e,
W, ~ C* 2n C*, W, ~ S 2o S mitp (2) = 2"

Hierist W, = {1,¢,,62,...,6" 1} < S! < C* die Untergruppe der nten
Einheitswurzeln, erzeugt von ¢, = e2™/", Die angegebene Abbildung ist
aquivalent zum Quotienten. Wiederholung: Wie gelingt das?

Gruppenoperation und Quotient o

Beispiel M3D: (R, +) & C 2 R, mit ¢(t, z) = ¢>™* 2 und p(z2) = |2|.
Die Abbildung p ist invariant, induziert also p : Q@ — R. 4 : p([2]) = |2|.
Der Schnitt s : R., — R* : 2 = (z,0) liefert die stetige Abbildung
§S=(qos: RZO — Q:x+ [(x,0)].Es giltpes =idund s0p = id.

Beispiel M3E: (R, +) ~ C -2 R., mit ¢(t, z) = it + z und p(z) = re(2).
Die Abbildung p ist invariant, induziert also p : Q@ — R : p([z]) = re(z).
Der Schnitt s : R — C : z  z + 0i liefert die stetige Abbildung
S=qos:R—Q:z+> [x+0i]. Esgilt pos =id und 50 p = id.
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T T T T T T
— — — = — N —
— — S gU : — N —
— — — = — N —

Beispiel M3F: Wir haben Z2 A R? -5 (S1)2, wie hier skizziert.
Die diskrete Untergruppe Z? von (R?, +) operiert durch Translation.
Der Quotient ist dquivalent zu p : R? — (S1)? : (t,ty) k> (e2™it1 e2mil2),

Wiederholung: Warum ist dies dquivalent zum Quotienten?
Ebenso fiir Z"» ~ R™ 25 (S1)m,

Gruppenoperation durch Homéomorphismen e

Sei X # () ein topologischer Raum und G A X eine Gruppenoperation.
Wir sagen, G operiert durch Homéomorphismen, wenn fiir jedes g € G
die Linkstranslation ¢, : X — X : z =+ gu stetig ist. Dann ist ¢! = ¢ .
ebenfalls stetig. Damit entspricht ¢ dem Gruppenhomomorphismus

G — Homeo(X) : g = .
Insbesondere operiert G auf der Topologie I vermdoge
G&T:(q,U) s gU.

Die Operation ¢ heif3t frei (fixpunktfrei, ohne Fixpunkte), wenn gx + =
fiir alle z € X und g € G\ {1} gilt. Das heif3t, fiir jeden Punkt z € X ist
die Abbildung G — Gz : g — gz bijektiv.

Insbesondere ist ¢ dann treu (effektiv): Zu g # ¢’ in G existiert x € X mit
gx # ¢’x. Das heif3t, der Gruppenhomomorphismus G — S X ist injektiv.
Wir konnen dann G < Homeo(X) als Untergruppe auffassen.




Topologisch freie Gruppenoperationen A

Satz M3a: topologisch freie Gruppenoperation
Sei G ~ X —L Y eine Operation durch Homomorphismen.

(1) Genau dann ist ¢ frei und ¢ eine Uberlagerung, wenn gilt:
Zu jedem Punkt = € X existiert eine (offene) Umgebung U C X mit

UNgU =10 furallege G\ {1}.

Wir nennen die Operation G < X dann iiberlagernd
(traditionell auch frei diskontinuierlich, oder topologisch frei).

(2) Genau dann ist Y hausdorffsch, wenn gilt: Zu je zwei Punkten
z,x" € X mit Gx # Gz’ existieren Umgebungen U, U’ C X mit

UNngU’ =0 fuaralle g€ G.

Wir nennen die Operation G < X dann hausdorffsch.

Ubung: Dies folgt direkt aus den Definitionen. Priifen Sie es nach!

. . . M308
Topologisch freie Gruppenoperationen Erliuterung
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Galois—-Uberlagerungen

Definition M3j: Galois—Uberlagerung

Wir nennen G < X -2 X eine Galois-Uberlagerung, wenn die
Operation ¢ iiberlagernd und der Raum X wegzusammenhangend ist.

~ . . . Y
Ist X sogar einfach zusammenhéngend, so nennen wir G ~ X & X

eine universelle Uberlagerung von X oder ganz niichtern und sachlich
eine einfach zusammenhingede Uberlagerung.

L M310
Galois—Uberlagerungen

© Nahezu alle unsere bisher betrachteten Uberlagerungen entstehen auf
diese besonders schone und elegante Weise. als Galois—Uberlagerungen
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Diskrete Untergruppen

© Folgende Konstruktion fiir Galois-Uberlagerungen ist besonders
schon und typisch fiir viele topologisch-algebraische Anwendungen:

Satz M3m: diskrete Untergruppe

Sei (G, -, e) eine topologische Gruppe und K < G eine diskrete
Untergruppe. Dann operiert K iiberlagernd durch Linkstranslation
KxG—G: (kg k-g Ist G zudem wegzusammenhangend,
so ist K ~ G - Q = K\G eine Galois—Uberlagerung.

Beweis: Da K < G diskret ist, existiert W C G offen mit K N W = {e}.
Da die Abbildung G x G — G : (a,b) - ab™! stetig ist, existieren offene
Umgebungen V;,V, vonein Gmit V, - V; 1 CW. Mit U = V; NV,
erhalten wir eine offene Umgebung vonein G mit U - U~ C W.

Fiir jedes g € G ist Ug eine offene Umgebung. Aus kUg N Ug #* () mit

k € K folgt ku;g = usg also k = uyuy! € U x U1 C W, also k = e. [QED
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Diskrete Untergruppen

Unsere obigen Paradebeispiele entstehen aus diskreten Untergruppen:

W, ~ C* 2 CX, 2miZ ~C2RCx, 72 ~R2-S! xS,
W, ~St2ySl 27Z~R-Z S,  Z'~ R (SHm

Weitere Beispiele: Diskrete Untergruppen in SO R erhalten wir aus
Isometriegruppen von Polyedern im R3: Der Kegel tiber einem reguldren
n-Eck liefert C,, fir n = 3,4, 5, ..., der Doppelkegel liefert D, ,. Neben
diesen beiden unendlichen Familien haben wir drei sporadische Beispiele:
Das Tetraeder liefert A, Oktaeder / Hexaeder S,, Dodekaeder / Ikosaeder
A;. Jede diskrete Untergruppe von SO, R ist eine dieser Gruppen (bis auf
Konjugation). Erlaubt man zudem Spiegelungen, so gilt eine analoge
Klassifikation fiir diskrete Gruppen in GO R = SO45 R x {+id}.
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Hochhebung von Wegen und Wegeklassen

Zu jeden Raum X mit Fullpunkt z, bezeichnen wir mit P(X, z,) bzw.
(X, zy) = P(X,z,)/. die Menge aller Wege/klassen, die in z, beginnen.

Satz M4A: Hochhebung von Wegen und Wegeklassen

Jede Uberlagerung p : (X, &,) — (X, z,) erlaubt eindeutige Hochhebung
von Wegen und Homotopien (M2G) und induziert folgende Bijektionen:

& quot &
P(X,z, (X, z,
pﬂ(a> =poa = [po()g]
py(@) ==& ]) = [
dank eindeutiger uot dml\ Hochhebung
Weghochhebung X a’] q X gj von Homotopien

Aufgabe: Wiederholen Sie die Konstruktion von p, und p,:
Warum sind beide wohldefiniert und invers zueinander?

Die musikalischen Vorzeichen # (Kreuz, Dur, Erhéhen) und b (Be, Moll,
Senken) bezeichnen jeweils den Startraum, oben X und unten X.
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Beweis: Jeder Weg a : ([0, 1],0) — (X, z) erlaubt dank M2G eine
eindeutige Hochhebung & : ([0, 1],0) — (X, z,). Wir setzen p, () := .
Aus p o & = « folgt p, o p, = id. Dank Eindeutigkeit folgt p, o p, = id.

Die Abbildung p, geht von der Menge P auf den Quotienten IT iiber:
Jede Homotopie H : & ~ & induziert eine Homotopie pH : p& ~ pd’ .
Somit ist p,([a]) := [p o &] wohldefiniert.

Auch p, geht von P auf den Quotienten II iiber: Jede Homotopie
H : a ~ o’ hebt sich dank M2G zu einer Homotopie H : a@ ~ &’.
Somit ist p, ([a]) := [&] wohldefiniert.

(Fir die Homotopie H verlangen wir feste Endpunkte, H(s,0) = x,
und H(s,1) = z, fur alle s € [0, 1]. Dies erfiillt auch die Hochhebung;:
H(s,0) = %, und H(s,1) = &, fur alle s € [0, 1]; dank Eindeutigkeit ist
jede Hochhebung eines konstanten Weges selbst konstant.)

Demnach gilt auch auf den Quotienten p, o p, = id und p, o p, = id. |QED
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Charakteristische Untergruppe

Jede stetige Abbildung p : (X,%,) — (X, z,) induziert einen Gruppen-
homomorphismus 7, (p) = p; : m; (X, Zy) = m (X, ) ¢ [o] = [poeal
Hierbei ist die Fundamentalgruppe (X, zy) C (X, z,) die Teilmenge
aller Wegeklassen, die in z, beginnen und auch enden. Daraus folgt:

Korollar M4B: charakteristische Untergruppe

Ist p: (X,%,) = (X,z,) eine Uberlagerung, so ist 7, (p) injektiv.
Dank der Injektion m, (p) : m, (X, %)) < (X, ;) : [a] - [p o o] kénnen
wir (X, Ty) = p.(m (X, Z)) < m (X, z) als Untergruppe betrachten.

Sie heifit auch die charakteristische Untergruppe der Uberlagerung p.

v

Fur eine beliebige stetige Abbildung f: (X, x) — (Y, y) ist f, keineswegs
injektiv (L4H). Also nochmal zur Betonung, weil es so wichtig ist:

Beweis: Sei p,([a]) = p;([]). Es existiert also eine Homotopie H : pac ~ pps.
Ihre Hochhebung ist eine Homotopie H : a ~ (. Also gilt [a] = [5]. |QED

Diese besondere Eigenschaft hat sofort erstaunliche Konsequenzen...

. . . M404
Erinnerung: Dimension und Rang

(2 Enthalt ein K—Vektorraum V= K? der Dimension p moglicherweise
einen Untervektorraum U < Vder Dimension ¢ > p? Nein, niemals!

Beweis? Basiserganzungssatz! Gaufl—Algorithmus: Jede Matrix A € KP*4
bzw. K-lineare Abbildung f: K¢ — KP hat nicht-trivialen Kern.

(2 Enthilt eine freie abelsche Gruppe A = 77 vom Rang p vielleicht eine
freie abelsche Untergruppe U < A vom Rang ¢ > p? Nein, niemals!

Beweis? Auch dies gelingt uns mit Gau3—Euklid: Jede Matrix A € ZP*4
bzw. Z-lineare Abbildung f: Z? — Z” hat nicht-trivialen Kern.

(2 Enthilt eine freie Gruppe F' = (s, ...,s,|—) vom Rang p > 2 eine
freie Untergruppe U < F'vom Rang ¢ > p? Unglaublich, aber wahr!

Die effizienten Werkzeuge der Linearen Algebra greifen hier nicht mehr.
Naiv wiirde man vielleicht dennoch vermuten, per Extrapolation oder
schlicht aus Mangel an Phantasie, dass jede Untergruppe U < F' Rang

q € {0, ..., p} hat. Uberraschung: Diese naive Vermutung ist falsch!
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Uberraschend grofie Untergruppen

Beispiele:

Wir finden m (K, a) = (s,t|—)und m (K, a,) = <31,32,t1\ )
sowie p : m (K, ay) < m (K, a) mit sy, 8y, — s, tst™L, 2,

© Somit enthélt die freie Gruppe F' = (s,t|—) vom Rang 2
tatsachlich eine freie Untergruppe U = (s, tst™!,t*) vom Rang 3.

Punktprobe: Liegt v = t3 bzw. w = sts 1t 71 in U = (s, tst™ 1, t?)?
Wie konnen Sie dies priifen und als Wort in s, tst ™1, ¢? darstellen?
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Austihrlich: Die obige Abbildung zeigt links die zweiblattrige simpliziale
Uberlagerung p : K — K. Wir wihlen hierzu einen Spannbaum 7' C K.
Die Fundamentalgruppe 7, (K, a) wird frei erzeugt von K \ T = {s,t}:

7Tl<K7a) — <Svt|_>

Ebenso wihlen wir einen Spannbaum 7' C K. Die Fundamentalgruppe
7, (K, a) mit @ = a; wird dann frei erzeugt von K \ T = {s4, s,,t; }:

7T1<K7 &) = <817827t1 ‘ _>

Der Gruppenhomomorphismus p, : 7 (K,d) — m, (K, a) ist injektiv
(M48) und auf den von uns gewahlten Erzeugern explizit gegeben durch:

pﬁ(31> =35, pﬁ<82) = tst™1, pﬁ(tl) = t2

Dies folgt aus der Definition durch Ablaufen der zugehorigen Wege: Hier
gelingt Hochhebung von Wegen und Homotopien rein kombinatorisch!
Ubung: Erkldren Sie dies als simpliziale Alternative zu M4a/M4B.
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Rewriting: Liegen die Gruppenelemente v = t2 bzw. w = sts™ 't~ ! in U?

Allgemein: Wie konnen Sie fiir ein beliebiges Element w € F priifen, ob
w € U gilt, und falls moglich w als ein Wort in s, tst™!, t* darstellen?

Algorithmus: (1) Wir schreiben w € m; (K, a) als Kantenzug im Graphen
(K, a) und heben diesen beziiglich p hoch zu @ im Graphen (K, a).

(2) Genau dann gilt w € U, wenn sich @ in (K, ) schlieBt.

(3) In diesem Falle schreiben wir @ € 7, (K, @) als Wort in den freien
Erzeugern, und erhalten so das gesuchte Wort w = p,(w) in U.

Beispiel: Fiir v = ¢3 in (K, a) schlieBt sich # in (X, @) nicht, also gilt v ¢ U.
Fiir w = sts~ 't ! in (K, a) schlie3t sich @ in (K, a). So finden wir die
gesuchten Worter @ = s;s5' = w = s - (tst~!)~! in den Erzeugern.

Dank Freiheit der Gruppe ist diese frei reduzierte Darstellung eindeutig.
Die gesuchte Losung ist eindeutig, und der Algorithmus berechnet sie.

. o e M408
Schreier Ersetzungverfahren / rewriting Erliuterung

Aufgabe: Finden Sie in F' = (s,t| —) eine freie Untergruppe vom Rang 4.

Losung: Das gelingt mit der obigen Uberlagerung ¢: K — K.
Ubung: Schreiben Sie dies explizit in freien Erzeugern aus.

Aufgabe: Finden Sie in der freien Gruppe F' = (s,t|—) vom Rang 2
eine freie Untergruppe U < F'von unendlichem Rang!

Losung: Das gelingt mit der obigen Uberlagerung r : K — K.
Explizit finden wir die Untergruppe U = (tkst™* : k € Z).

Diese wird frei erzeugt von (s;, = tFst™%), ;.

© Die Darstellung als Uberlagerung macht alles offensichtlich: U < F'ist
frei und wir kénnen jedes Wort w € U in s, umschreiben in (s;,)c7.

(2 Alles gelingt auch direkt algebraisch und rein rechnerisch,
ohne Uberlagerung und ohne jede geometrische Anschauung.

© Menschen sind Augenwesen. Daher gefallt mir das Zusammenspiel
von Algebra und Topologie immer gut, und hier ganz besonders.
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Satz M4Ek: Fasertransport durch Hochhebung

Seip : X — X eine Uberlagerung. Zu jedem Weg « : ([0, 1],0) — (X, z)
und Startwert 7 € p~!(z) existiert beziiglich p genau eine Hochhebung
a: (0,1],0) = (X,Z). Wir setzen 7 - [a] := &(1). Dies ist wohldefiniert
underfillt - [1,]=Zund - ([o] - [B]) = (T - [@]) - [B]-

y
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Aufgabe: Ubersetzen Sie das obige Bild in einen Beweis.

Beweis: Zur Wohldefiniertheit seien o, o’ € P(X, x,y) und dazu

H: a ~ o’ eine Homotopie bei festen Endpunkten. Diese hebt sich
zu einer Homotopie H : @ ~ @', ebenfalls mit festen Endpunkten.
Insbesondere gilt &(1) = &’(1), also ist - [a] = & - [a’] wohldefiniert.

Ist « = 1, konstant, soaucha =1, alsogilt - [1,] = 1.(1) = 2.

Wir verkniipfen den Weg « : [0,1] — X von a(0) = x nach «(1) = y mit
B:[0,1] = X von 5(0) = ynach (1) = zzuy = a x 5 von z nach z.

Die Hochhebung & lauft dann von 7 € p~!(z) zu einem Punkt § € p~*(y).
Die anschliefende Hochhebung /3 liuft von § € p~!(y) zu einem Punkt
Z € p~1(z). Ihre Verkniipfung 4 = & * 3 erfiillt p o 5 = =, ist also die
Hochhebung von v = « * §. Sie lauft von z iber § nach z. Hieraus folgt:

Sh
B
=)

I
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Vornehm formuliert haben wir damit folgendes bewiesen:

Satz M4Ek: Fasertransport als Funktor

Jede Uberlagerung p : X — X definiert einen Funktor F: II(X) — Set:
Jedem Punkt z € X wird seine Faser F, = p~(z) = {Z € X |p(&) = 2}
zugeordnet. Jeder Wegeklasse [a] : x — y in II(X) wird die Abbildung
F, +F, = F,: &+ &-[a] in Set zugeordnet, als Rechtskategorien.

In der Kategorie I1(X) ist jeder Morphismus [a] : x — y invertierbar,
dank der Wegumkehr o = ain P(X) mita*xa ~ 1, und a*xa ~1,.

© Demnach ist die zugehorige Abbildung F, : F,, = F, eine Bijektion,
denn F, o Fi5) =idp und F; o F,) = id, . Uber jeder Wegkomponente
von X haben je zwei Fasern F, und F, insbesondere dieselbe Machtigkeit.
Letzteres gilt allgemein sogar fiir Komponenten statt Wegkomponenten.

Wenn wir X als lokal wegzusammenhangend annehmen, so wie wir dies
ohnehin tun wollen, dann fallen beide Begriffe gliicklich zusammen.
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Definition M4F: Monodromie

Die Monodromie der Uberlagerung p : X — X ist die Rechtsoperation
F, x m(X,z) — F, der Fundamentalgruppe in x auf der Faser iiber z.

Beispiel: Zu Z ~ R 25 S mit ¢ - et gilt 7 - [a] = & + deg(a).

Zu jedem Weg « : ([0,1],0) — (S!, z) und Startwert Z € p~1(x) existiert
genau eine Hochhebung & : (]0,1],0) — (R, Z). Die Bedingung po & = «
bedeutet e2™¢®) = o(t). Somit misst a(t) — &(0) die Winkelinderung.

Die Monodromie Z x 7,(S',1) = Z : k- [a] = k + deg(«a) zahlt Umlaufe.

© Anschaulich kénnen wir uns S! und R aus Draht vorstellen und
darauf die Punkte z € S? und 7 € R als bewegliche Perlen auffideln,
dhnlich einem Abakus. Jeder Weg « : [0, 1] — S! verschiebt diese Perle
auf S! von z nach y und gleichzeitig die hieran gekoppelte Perle auf R
von Z nach ¢. Selbst wenn « geschlossen ist, also = = y gilt, kann dabei
durchaus z # y gelten. Die Hohendifferenz 3 — & zahlt die Umlaufe.
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Beispiele:

Beispiel: Wir betrachten erneut die obige Uberlagerung p : K — K.

Die Monodromie ist a, - s = ay, a5 - s =ay,und a; -t = a4, a5 -t = aq,
kurz F, = id und F, = (a,, a,) als Permutation durch Fasertransport.

© Die Monodromie beschreibt den Wechsel der Etagen tiber die Treppe.

Fiir ¢ : [g — K finden wir F, = (ay,a3) und F, = (ay, ay, a3).
Firr: K — K findenwira, - s =a,und a;, -t = a;,.




Die kurze exakte Sequenz einer Galois—Uberlagerung o
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Fiir jede Uberlagerung G ~ (X, %,) & (X, z,) finden wir:

7| ! Lo Do
T T Da Tge=_ Da
Diese Graphik zeigt die Konstruktion des Gruppenhomomorphismus

h:m (X,z,) = G durch die Transportbedingung 7, - [a| = h([a]) - Z,.
Daraus folgt die kurze exakte Sequenz (g;, h). Das ist folgender Satz.

Die kurze exakte Sequenz einer Galois—Uberlagerung e

Satz M4a: kurze exakte Sequenz

Fiir jede Uberlagerung G ~ (X,%,) % (X, z,) gilt:

(1) Die Operation G ~ X kommutiert mit dem Fasertransport X~ II(X):
(g-2)-[a]=g-(x-|a]) furalle g € Gund = € X sowie [a] € II(X, ¢Z).
(2) Wir erhalten daraus den Gruppenhomomorphismus

h:m (X, z,) — G definiert durch z, - [a] = h([a]) - £, mit

Ker(h) = Im(g;) und Im(h) = G, == {g € G |[g- ] = [T] }.

Elegant zusammengefasst: Wir erhalten die kurze exakte Sequenz (SES)

Dies induziert den Isomorphismus h:m (X, z,)/ G (X, Zy) = G,.
Ist X wegzusammenhingend, also ¢ galoisch, so gilt hier G, = G.
Ist X einfach zshgd, also ¢ universell, so folgt h : m, (X, z,) ~ G.
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Dies fasst die geometrische Situation konzis algebraisch zusammen.
Exaktheit bedeutet ,Bild = Kern®. Hier heif3t das links: g, ist injektiv,
rechts: h ist surjektiv, und zwischen beiden gilt Im(q;) = Ker(h).

© Anders gesagt, wir erhalten den Gruppenisomorphismus

h:m (X, xo)/QﬁW1<X750> = Gy

Zur Erinnerung (M3j): Ist G ~ X -4 X eine frei diskontinuierliche
Operation und X wegzusammenhingend, so nennen wir ¢ eine
Galois-Uberlagerung. Ist X sogar einfach zusammenhangend,

so nennen wir ¢ : X — X eine universelle Uberlagerung von X.

© Aus Satz M4G erhalten wir in diesem Falle den Isomorphismus
h:m(X,z,) > G.

Allgemein konnen wir so die Fundamentalgruppe 7, (X, z,) aus der
Decktransformationsgruppe G berechnen und umgekehrt.

Die kurze exakte Sequenz einer Galois—Uberlagerung e

Der Satz ist vollkommen explizit, zu seinem Beweis gentligt geduldiges
Nachrechnen. Alle hierzu benétigten Hilfsmittel haben wir vorbereitet.
Wir wissen bereits aus Satz M3g, dass ¢ : X — X eine Uberlagerung ist.
Die Aussagen des Satzes folgen nun dank der eindeutigen Hochhebung
von Wegen und Homotopien, siehe Satz M2G. Damit ibersetzen wir die
obige Graphik sorgsam in linearen Text und logische Argumente:

Beweis: (1) Zu jedem Weg « : ([0,1],0) — (X, z) und Anfangspunkt
% € ¢~!(x) existiert genau eine Hochhebung & : ([0,1],0) — (X, %),
mit g o & = o. Fiir g € G erfiillt ¢& : [0,1] — X dann ¢ o (¢&) = ¢d = q,
ist also die Hochhebung von « mit Startpunkt ¢gz. Somit gilt

(9-%)-la] = ga(l) = g-(&-[a]).

© Die obige Skizze fasst dies wunderschon bildlich zusammen,

die algebraische Rechnung formalisiert elegant unsere Anschauung.
Wir iiben und nutzen immer gerne die topologische Zweisprachigkeit:
Die Graphik bietet Intuition, die Formel sichert die ndtige Prazision.
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(2) Jede Schleife o : [0,1] — X mit a(0) = a(1) = x, hebt sich zu

a:[0,1] — X mit &(0) = &,. Wegen qo & = a gilt ¢(a(1)) = z,,

also a(1) = gz, fir genau ein Gruppenelement g € G. Dies definiert
h:m(X,zy) = G durch h([a]) = g, zusammengefasst Z,, - [a] = h([a]) - ;-

Dies ist ein Gruppenhomomorphismus: Fiir alle [«], [5] € 7,(X, z,) gilt

ol - [8)) - & = Fo-([a]-16]) = (Fo-la])-[6] = (h(la])-&)-[f]

M4E

= hal)- @ 18) = hal)- (BB - Fo) = (h(lal)- R(D) - &

Daraus folgt h([a] - [8]) = h([a]) - h([]), da die Operation G ~ X frei ist.

© Der reibungslose Wechsel von rechts nach links ist bemerkenswert,
daher habe ich diese kurze Rechnung fein sauberlich ausgeschrieben.

Wir erleben das perfekte Zusammenspiel der Linksoperation G ~ X
durch Decktransformation, speziell G ~ F, , und der Rechtsoperation
F, - m (X, ;) durch Fasertransport. Das ist die entscheidende Idee
dieser Konstruktion. Der Rest ist sorgféltiges Rechnen.

Die kurze exakte Sequenz einer Galois—Uberlagerung o

Die Sequenz 1 — (X, Ty) I 7 (X, ) N G, — 1 ist exakt.
(2a) Der Gruppenhomomorphismus g, ist injektiv (M4B).

(2b) Fiir [6] € m, (X, o) gilt h(g,([a])) = 1, also Im(g;) C Ker(h).
(2c) Fur [a] € m (X, z¢) gilt h([a]) = 1 gdw & sich schliefit,

also [a] € my (X z,) gilt. Das zeigt Im(qﬁ) D Ker(h).

(2d) Fir [a] € 7 (X, ) und g = h([e]) gilt g - To = Z; - [a],

also sind ¢ - , und z, wegverbindbar. Das zeigt Im(h) C G,

(2e) Sind ¢ - #, und z,, verbindbar durch einen Weg &, so haben wir
[a] = ¢,([a]) € m (X, 29) und g = h([a]). Das zeigt Im(h) 2 G, QED

© Ist zudem X wegzusammenhingend, also G ~ (X, %,) & (X, z,)
eine Galois-Uberlagerung, so gilt G, = G und somit h : 7, (X, z,) = G.
Ist X sogar einfach zshgd, also ¢ universell, so folgt & : 7, (X, z,) = G.
All diese Daten und Eigenschaften fassen er pragnant zusammen:

Die Sequenz 1 — 7, (X, %) % 7, (X, z,) - G — 1 ist exakt.
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Beispiel: Polarkoordinaten

Z o (R0) —L» (81,1
(R, 0) LN 7 (S 1) Z » 7.

- |

0 Y/ d W/

Beispiel: Exponentialfunktion

v ex
7 Tz (C,0) ———= (C*,1)
expﬁ h
m(C,0) ——— 1, (C*, 1) —» L
A
0 N/ d Y/
. . . M422
Die kurze exakte Sequenz: Beispiele
Beispiel: Potenz auf S*
: p
W, —eoes = (84 1) —— = (S4,1)
h

7 (S1,1) —— my(S4,1)

deg\[g dng/%

—» W,

Z "7 » Z/n
Beispiel: Potenz auf C*
W o (€51 —m» (©41)
h

T (C*, 1) SN T (C*, 1)

degl% dng/%

4 o s 7,

— W,

lg

> Z/n

quot
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Beispiel: reell projektiver Raum (n > 2)
E oo

(S e) —— m (RP", &) —2 s

£~ lg

> 7./2

<Sn761>

8$|—>S$

q

—

T[]

id

(RP™, e,)

{1}

lg

Beispiel: reell projektive Gerade

{il} (Sl,€1>

S$|—>S.’.IZ

(St e) —— . (RPL, &)

dng/% dng/%

7 2 y 7

q

e

x> [x]

> 7./2

(Rpla él)

__h {£1}

quot

F

> 7.2

Die kurze exakte Sequenz: Beispiele
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Beispiel: die Drehgruppe SO, R, parametrisiert durch p(t) = |

2~ (R,0) —
7 (R,0) —— 7,(S0,,1) ——»
lg deg\[g
id

0 s 7,

<S027 1)

cost —sint]
sint cost

Beispiel: die Drehgruppe 803 R, parametrisiert durch p : 1 O S§3 — SO,

E s

(S8, 1) —— 7,(S04,1) — s

lg lg

0 > 7.2

SCUHSCC

~

id

(S%,1) —2—» (S04,1)

— {1}

> 7.2
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Sei M eine zshgde Mannigfaltigkeit und d = {k: M D U, >~ V,, CRZ;}
ein Atlas. Zwei Karten h, k um a € M sind gleich orientiert, h ~, k, wenn
der Kartenwechsel (V, ., h(a)) = (V,,,, k(a)) Orientierung erhalt (J7p).
Dies ist eine Aquivalenzrelation. Sei [k], die Aquivalenzklasse aller
Karten h € of mit h ~, k. Wir nehmen an, dass unser Atlas ¢/ um jeden
Punkt a € M Karten beider Orientierungen enthélt, und definieren

M = {(a,[K],) |k €, ac U, }undp: M — M: (a,[k],) - a.

Orientierungsiiberlagerung einer Mannigfaltigkeit e

Satz M4p: Orientierungsiiberlagerung

So erhalten wir die zweiblattrige Orientierungsiiberlagerung:
(£} ~ M B M = m(M,5,) 2 7 (M, zo) 28 {+1}

Dabei misst der Fakor sign(|a]) € {£1} ob die Schleife « in (M, z)
die lokale Orientierung in x, beim Transport erhélt oder umkehrt.
Genau dann ist die Mannigfaltigkeit M orientierbar, wenn sign trivial ist.

(1) Ist M nicht-orientierbar, so ist der Homomorphismus sign surjektiv,
und die zweiblittrige Uberlagerung p : M — M ist zshgd / nicht-trivial.

(2) Ist M orientierbar, so ist sign trivial, und p ist trivial / unzshgd.
Jeder der beiden Schnitte s : M — M ist dann eine Orientierung:
In jedem Punkt a € M wahlt s(a) = [k], eine lokale Orientierung,.

Aufgabe: Vervollstindigen Sie die Konstruktion von {+1} ~ M £ M
und beweisen Sie die hier gemachten Aussagen. Illustrieren Sie dies mit
Zylindermantel und Mdbius-Band, wie oben eindriicklich skizziert.
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Beweis: Jedes Kartengebiet U, sei zusammenhangend; notfalls zerlegen
wir jedes Kartengebiet in seine (offenen!) Komponenten. Zur Karte k € o
setzen wir Uy, := {(a,[k],)|a € U, } C M und definieren hierauf die Karte
k:U,~V,: (alk],)  k(a). Die Mengen k= (V) mit k € fund V C V,,
offen erfiillen (UB1-3) aus D3v, definieren also eine Topologie auf M.

Damit ist M eine Mannigfaltigkeit, der Atlas sf = {k|k € o} ist
orientiert, und die Projektion p : M — M : (a, [k],)  a ist eine
zweiblittrige Uberlagerung mit & = k o p fiir jede Karte k € d.
Hierauf operiert die Gruppe {41} durch Orientierungswechsel (M30):

{(£1} ~ M 2 M = 7(M,T,) L5 7 (M, z,) &5 {£1}

Jeder Weg o« : [0, 1] — M transportiert lokale Orientierungen. Fiir einen
geschlossenen Weg mit Start und Ziel in x, erhalten wir sign([a]) = +1,
je nachdem, ob die Schleife « die Orientierung erhélt oder umkehrt.

Dies definiert den Gruppenhomomorphismus sign : 7, (M, z,) — {£1}.
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Genau dann ist die Mannigfaltigkeit M orientierbar, wenn sign trivial ist,
also sign(|a|) = +1 fiir alle Schleifen « in (M, z) gilt. Insbesondere ist
jede einfach zusammenhéingende Mannigfaltigkeit M orientierbar.

Dazu geniigt, dass die Gruppe 7, (M, z,) oder ihre Abelschmachung
H{(M)=m,(M,x,),, endlich und von ungerader Ordnung ist.

Beispiel: Die obige Abbildung zeigt links den Zylindermantel

M == S* x [—1,1] und seine Orientierungsiiberlagerung p : M — M.
Dank Orientierbarkeit von M zerfallt M in zwei Komponenten,
jede entspricht der Wahl einer Orientierung, als Schnitt s : M — M.

Rechts sehen wir das Mébius—Band M =~ S! x [-1, 1] und seine
Orientierungsiiberlagerung p : M — M: Das mittlere Band ist die
Mannigfaltigkeit M, die beiden duBBeren bilden M; die untere Graphik
zeigt einen Querschnitt. Dank Nicht-Orientierbarkeit von M ist M
zusammenhingend; es gilt M/ = S x [—1, 1]. (Sie kénnen es basteln!)
Die Operation {41} ~ M vertauscht die beiden lokalen Orientierungen.
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Beispiele: Die Orientierungsiiberlagerung der projektiven Ebene RP?
ist die vertraute zweiblittrige Uberlagerung {+1} ~ S? — RP2.

Die Orientierungsiiberlagerung der Kleinschen Flasche F; ist der Torus
F}t = S! x S, genauer der Quotient {+1} ~ F}' — F, siche M4n.

Die Orientierungsiiberlagerung der nicht-orientierbaren Flache F; ist
die vertraute zweiblittrige Uberlagerung {+1} ~ F —» F;.

Was ist die Orientierungsiiberlagerung des projektiven Raumes RP"?
Die naheliegende Vermutung ist die vertraute zweifache Uberlagerung
{£1} ~ S™ — RP". Das gilt allerdings nur in gerader Dimension n = 2m.
In ungerader Dimension n = 2m + 1 hingegen ist RP" orientierbar, und
die Orientierungsiiberlagerung ist trivial, {+1} ~ RP™ x {£1} - RP".

Der erste Fall RP! =~ S! ergibt die Orientierungsiiberlagerung
{+1} ~ RP! x {+1} - RP! und nicht {+1} ~ S! - RP!.

Ebenso interessant ist RP® 2 SO, R: Diese Mannigfaltigkeit ist
orientierbar (L6z), wie jede Lie—Gruppe sogar parallelisierbar.
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Science Fiction: Die Welt, in der wir leben, ist dreidimensional,
zumindest lokal in unserer unmittelbaren Umgebung scheint diese
Idealisierung eine gute Ndherung an unsere alltigliche Erfahrung zu sein.
Es ist denkbar, dass diese 3—Mannigfaltigkeit M nicht-orientierbar sein
konnte. Als Gedankenexperiment schicken wir eine Probe (Teilchen,
Raumsonde, Person) auf eine weite Rundreise durch das Universum:

Bei einem orientierungsumkehrenden Weg kehrt sie gespiegelt zuriick!

Mathematisch denkbar sind neben der Orientierungsumkehr des Raumes
(P = parity reversal) noch verriicktere, namlich die der Zeit (T = time
reversal) und der Ladung (C = charge reversal). Lokal sind dies wichtige
physikalische Symmetrien, ihr Nicht-Bestehen erlaubt Links und Rechts
zu unterscheiden, Zukunft und Vergangenheit, Materie und Antimaterie.

(2 Ob diese lokal definierten Eigenschaften auch global eine Bedeutung
haben, hiangt von der jeweiligen Orientierbarkeit des physikalischen
Universums ab. Die Mathematik zeigt die Moglichkeiten, die Physik
untersucht anschlief3end, welche davon tatsachlich realisiert ist.
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Unsere Konstruktion zu Satz M4p beginnt mit einer Mannigfaltigkeit M
und nutzt einen Atlas of als zusatzliches Datum. Wir konstruieren so aus
(M, o) eine orientierte Mannigfaltigkeit (M, ) zusammen mit der
zweiblattrigen Uberlagerung p : (M, si) — (M, o).

Aufgabe: Angenommen, die Mannigfaltigkeit (M, o) ist %k—glatt
Gilt dies dann auch fir die iberlagernde Mannigfaltigkeit (M, sd)?
und die Abbildung p : (M, ) — (M, 5)?

Losung: Glattheit eines Atlas o ist eine Eigenschaft der Kartenwechsel.
In unserem Fall sind die Karten in o lokal ,dieselben® wie in o/, wobei je
nach Orientierungsverhalten jedes Kartengebiet verdoppelt wird. Die
Kartenwechsel in o sind ebenfalls ,dieselben” wie in d, eventuell auf
kleineren Uberlappungen. Alle Eigenschaften der Kartenwechsel in o
iibertragen sich somit unmittelbar auf die Kartenwechsel in .
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Ist das Produkt M x N zweier nicht-orientierbarer Mannigfaltigkeiten
auf wundersame Weise orientierbar? Nein, niemals! Genauer gilt:

Korollar M4s: Orientierbarkeit eines Produts
Fiir das Produkt zusammenhangender Mannigfaltigkeiten M und N gilt

(M x N, (a,b)) =27 (M,a) X 7{(N,b) wiein L20 und
sign s, v ([7]) = signp([pray o 7)) - signy([pry o 7).

Genau dann ist M x N orientierbar, wenn M und N orientierbar sind.

Beweis: Rechnen Sie dies sorgsam nach als Ubung / Wiederholung (K1w).




Was sagt die Galois—Korrespondenz? Moot

Wir erinnern zunichst an unser zentrales Beispiel und bewundern die
verbliiffende Dualitit von Fundamentalgruppe und Uberlagerungen:

Beispiel: Fiir die Kreislinie haben wir den Isomorphismus
deg : (7T1 (Sla 1)7 ) = (Z’7 +)

Ich schreibe kurz 7 (S*, 1) = Z. Jede Untergruppe U < Z ist von der
Form U = nZ mit n € N. Zu jedem n > 1 haben wir die Uberlagerung

pp: (SH1) = (SN, 1)z 2" mit  Im(p,), = nZ.
Im Sonderfall n = 0 haben wir die universelle Uberlagerung
Po: (R,0) = (S',1) s t = €™  mit Im(py), = 0Z.

© Das gilt fiir jeden (verniinftigen) Raum: Zusammenhangende
Uberlagerungen von (X, z,) entsprechen Untergruppen von ; (X, z,).

Was sagt die Galois—Korrespondenz? M50z

Satz M5A: Galois—Korrespondenz
Sei X zusammenhéngend und lokal einfach zusammenhangend.

(1) Jede Uberlagerung p : (Y,y,) — (X, x,) definiert einen injektiven
Gruppenhomomorphismus p, : m; (Y, yy) < m; (X, 2¢) und somit eine
charakteristische Untergruppe Im(p,) < (X, ).

(2) Zu jeder beliebigen Untergruppe H < 7, (X, x,) existiert genau eine
zusammenhéngende Uberlagerung p : (Y, y,) — (X, z,) mit Im(p,) = H.
Diese ist eindeutig bis auf Isomorphie.

v

Die topologische Voraussetzung, dass X lokal einfach zusammenhangend
sei, ist recht milde: Mannigfaltigkeiten und Simplizialkomplexe erfiillen
sie automatisch. Lokale Vorsichtsmafinahmen sind leider tatséchlich

notwendig, wir werden sie spater noch wesentlich abschwachen (M5Q).

Ich wihle hier zunachst eine moglichst bequeme Formulierung.
Wir werden dies zundchst an Simplizialkomplexe explizieren.
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© Die Galois—Korrespondenz bietet eine elegante Klassifikation
aller zusammenhingender Uberlagerungen p : (X, %,) — (X, z,):
Wir haben genau eine fiir jede Untergruppe H < 7 (X, z).

Die Galois—Uberlagerungen sind darunter leicht zu erkennen:

Satz M5A: Galois—Korrespondenz
(3) Genau dann ist die Uberlagerung p : (Y,y,) — (X, z,) galoisch,
wenn die charakteristische Untergruppe Im(p,) < m (X, z,) normal ist.

In diesem Fall operiert die Quotientengruppe G = Im(p,)\m; (X, ()
auf Yund ergibt die Galois—Uberlagerung G ~ (Y, y,) — (X, ).

Beispiel: Mit unsere obigen Liste (p,,),,cy kennen wir (bis auf Isomorphie)
bereits alle zusammenhéngenden Uberlagerungen (X, z,) — (S*,1) der
Kreislinie. Das ist anschaulich plausibel, bedarf jedoch eines Beweises,
denn unsere Intuition beruht oft nur auf Mangel an Phantasie.
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© Die Galois-Korrespondenz bietet eine verlustfreie Ubersetzung:
Wer Uberlagerungen versteht, versteht Untergruppen, und umgekehrt.
Das macht die Galois—Korrespondenz zu einem starken Werkzeug.

Zunichst sind Gruppen und Uberlagerungen zwei sehr verschiedene
Konzepte. Ihre Korrespondenz ist iiberaus bemerkenswert. So konnen
wir zwischen beiden Sichtweisen wechseln, unsere Frage jeweils
ibersetzen und so einen moglichst leichten Weg zur Antwort finden.

Beispiel: Jeder Graph K hat eine freie Fundamentalgruppe 7, (K, z;).
Umgekehrt ist jede freie Gruppe F isomorph zur Fundamentalgruppe
eines geeigneten Graphen. Wie sehen also Untergruppen G < Faus?
Der Satz von Nielsen—-Schreier (M5D) besagt, dass auch G frei ist.
Wie sieht man das? Am besten mit der Galois-Korrespondenz!

Dazu benotigen wir zunichst nur die Galois—Korrespondenz fiir
Graphen, und diese konstruiere ich als erstes. Simplizialkomplexe
gelingen dann ebenso. Anschlielend l6sen wir den allgemeinen Fall.
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Beispiele:

Daten: Sei K ein zusammenhangender Graph, 7' C K ein Spannbaum
und z, € (2 eine Ecke. Gemaf3 L6D ist die Fundamentalgruppe frei:

T (K, 2g) 2 G = [s4: {a,b} € K\T|s,8, =1:{a,b} € K\T].
= (s, : {a,b} € K|sy =1:{a,b} €T, 5455, =1: {a,b} € K].

Sei I # () eine Menge und F > 7, (K, %) : (u,g) — u - g eine Operation;
fiir jede Kante {a,b} € K ist u +— u - s, eine Permutation der Menge F.

Galois—Korrespondenz fiir Graphen Moo

Satz M58: Uberlagerung aus Monodromie

Die Daten (K, F, ¢) definieren die Eckenmenge ) = F x Q und darauf
K=F%K:={{(ua),(u,b)}C fl‘{a,b} eK,u =u-sy}

Dies ist ein Graph, und die Projektion p: K — K : (u,a) — a
ist eine simpliziale Uberlagerung (M1k) mit Faser F und Monodromie ¢.

Beweis: Zu jeder Ecke a € 2 wird der Stern St(a, K) := ({a,b} € K)
trivial @iberlagert durch St((u,a), K) = ({(u,a), (v/,b)} € K) mit u € F.
Fiir u # v in F gilt St((u, a), K) N St((v, a), K) = 0: Lage (v’,b) = (v, b)
im Schnitt, so ware u - s, = u' =v" = v - sy, also u = v. QED

ab>

© In dem Graphen K betrachten wir F' x T anschaulich als die Etagen.

Die Monodromie codiert die Etagenwechsel effizient als Permutationen.
Allgemeiner als das kartesische Produkt ' x K konstruieren wir damit

F % K getwistet durch die gewiinschte Monodromie, vergleiche M029.
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Beispiele:

Faser F = {1,2} mit Monodromie F, = idund F, = (1,2) +— p: K — K.
Faser F' = {1, 2,3}, Monodromie F, = (2,3), F, = (1,2,3) <= q: K — K.
Faser F' = Z, Monodromie F, =id, und F, : k= k+1 <« r: K — K.
Jede Uberlagerung bestimmt ihre Monodromie. Neu ist die Umkehrung:

Aus der Monodromie (K, F', ) erhalten wir nun p : K=F%K — K.
Die obige Graphik illustriert dies; Indizes in F entsprechen Etagen.

Galois—Korrespondenz fiir Graphen M08

© Damit erhalten wir die Galois—Korrespondenz M5a fiir Graphen:

Korollar M5c: Uberlagerung aus Untergruppe
Sei K ein zshgder Graph und H < G = 7, (K, z,) eine Untergruppe.
Auf der Quotientenmenge F' = H\G operiert G durch Multiplikation

¢: FxG— F: (Ha,g)— Hag.

Der Graph K = F % K ist zusammenhingend, da G transitiv operiert.
Die Uberlagerung p : (K,%,) — (K, z,) mit &, = (H 1, z,) induziert
Py : m (K, %) = 7 (K, z,) mit Im(p,) = H.Ist H < G normal, so ist
F = H\G eine Gruppe, und wir erhalten die Galois-Uberlagerung

H\G ~ (K,%,) 2 (K, z,).

Speziell fiir H = {1} erhalten wir eine universelle Uberlagerung.

y

Aufgabe: Diese Aussagen sind klar nach Konstruktion. Falls (noch) nicht,
rechnen Sie es nach! Falls Sie Hilfe brauchen, siehe M5aG.




. . o0 . P9 M509
Beispiele fiir universelle Uberlagerungen

\
\
\

\
4\4 —_— -
\
\
\
\
\
\
\

=N
w

=N
[\}

=N
—

=N
o

l%%l
[\]

=N
&
]

W

=

. . . . . M510
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Die linke Graphik zeigt ein Dreieck K mit 7, (K, z,) = (s|—) = Z
und dariiber seine universelle Uberlagerung p : (K,%,) — (K, z,).
In dem Graphen K betrachten wir Z x T anschaulich als Etagen,
die Monodromie F, : Z — 7Z : k — k + 1 codiert die Etagenwechsel.

Die rechte Graphik zeigt einen Graphen K mit m (K, zy) = (s,t|—)

und dariiber seine universelle Uberlagerung p : (K, %,) — (K, z,).
Hier ist eine Darstellung in Etagen nicht so ibersichtlich moglich.

Jede Ecke von K ist ein Gruppenelement g € (s,t|—). Jede Kante nach
rechts/links entspricht einer Rechtsmultiplikation mit s*!, und jede
Kante nach oben/unten entspricht einer Rechtsmultiplikation mit ¢**.
Damit dies alles simplizial mdglich ist, miissen wir jede Kante dreiteilen.)

—

Zur graphischen Darstellung habe ich zudem die Kanten um den Faktor
(0.49)% verkiirzt, wobei k£ den Abstand zur Wurzel zihlt. So entsteht ein
asthetisch ansprechendes, fraktales Bild des Graphen K. Die Abbildung
p: (K,%,) — (K,z,) ist dann Klar, aber hier nicht gezeichnet.




Nielsen—Schreier: Freiheit fiir alle Untergruppen! o

Als erste schone Anwendung erhalten wir:

Eine Gruppe ist genau dann frei,
wenn jede ihrer Untergruppen frei ist.

Das ist hier keine politische, sondern eine mathematische Aussage:

Satz M5D: Nielsen 1921, Schreier 1927
(1) In einer freien Gruppe F'ist jede Untergruppe G < F frei.
(2) Bei endlichem Index [F : G| < oo gilt zudem die Rang—Index—Formel:

rang(G) — 1] = [rang(F) — 1] - [F : G]

v

Beispiel: Im Falle rang(F') = 1 haben wir F' =~ 7Z. Jede Untergruppe G < Z
ist von der Form G = nZ mit n € N und somit frei: entweder vom Rang 1
bei endlichem Index n > 1, oder vom Rang 0 bei unendlichem Index.
(Die Formel ,—1 = 0 - oo wird dann offensichtlich unsinnig.)

Aufgabe: Fiigen Sie die vorbereiteten Konstruktionen zu einem Beweis.
Bewundern Sie Eleganz und Effizienz der Galois—Korrespondenz!

Nielsen—Schreier: Freiheit fiir alle Untergruppen! e

Beweis: (1) Zu F = (S| —) konstruieren wir einen zshgden Graphen K
mit 7, (K, z,) = F(L6D). Zur Untergruppe G < F existiert eine zshgde
Uberlagerung p : (K, &) — (K, ) mit p, : m, (K, &) = G < F (M5¢).
Auch K ist ein Graph. Daher ist 7, (K, ) frei (L6p) und somit auch G.

(2) Ist rang(F) = |S| endlich, so wahlen wir den Graphen K endlich.

Dank L6D gilt x(K) = 1 — rang(F). Die Blitterzahl der Uberlagerung p
ist der Index n = [F' : G] dank M5c. Sind der Graph K und die Blatterzahl
n endlich, so auch der iiberlagernde Graph K, und y(K) = n x(K). [QED

[ [] Otto Schreier (1901-1929) habilitierte sich 1926 bei Emil Artin:

Die Untergruppen der freien Gruppe. Abh. Math. Sem. Hamburg 5 (1927)
161-183. Schon die allgemeine Garantie der Freiheit (1) ist beachtlich.
Dank (2) gewinnen wir die quantitative Prazisierung des Rangs.

Den Beweis kann man rein algebraisch fithren, er endet dann aber leicht
in heilloser Rechnerei. Wir konnen den Beweis hier topologisch fiihren,
indem wir freie Gruppen darstellen als Fundamentalgruppen von
Graphen — und alles 16st sich in Wohlgefallen auf. Zweisprachigkeit!
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Daten: Sei K ein zusammenhangender Simplizialkomplex, T C K ein
Spannbaum und z, € ) eine Ecke. Gemaf} Lé1 gilt 7, (K, z,) = [S| R],

S={sq|{a,b} € K} als Erzeuger mit den Relationen
R={sq|{a,0} € T} U{su8pq | {a:b} € K} U {sap8pc5cq | {a,b,c} € K}

Im Falle dim K = 1 ist K ein Graph, und wir erhalten die obige Situation.
Auch die folgende Konstruktion tibertragen wir nahezu wortlich aus der
Diskussion von Graphen, alles bleibt wunderbar einfach und elegant.

Sei I = () eine Menge und F > 7, (K, z,) : (u,g) — u - g eine Operation;
fiir jede Kante {a,b} € K ist u — u - s, eine Permutation der Menge F,
mit inverser Permutation v — u - s;,. Jede Spannbaumkante {a,b} € T
operiert trivial. Fiir jedes Dreieck {a,b,c} € K gilt u - s, - Sp. - Spq = U-

© Hier zahlt sich aus, dass wir alles explizit und prazise formulieren:
Von der Prasentation der Fundamentalgruppe (K, zy) = [ S| R] bis zur
Konstruktion der Uberlagerung p : K = F % K — K. Explicit is beautiful!
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Satz M5F: Uberlagerung aus Monodromie

Die Daten (K, F, p) definieren die Eckenmenge Q) = F x Q und darauf

K=F%K:={{(uag),.., (u,,a,)} | {ag;-ra,} € K, uj=u; -8, , }-

(]

Dies ist ein Simplizialkomplex, und die Projektion p : K — K : (u,a) — a
ist eine simpliziale Uberlagerung mit Faser F und Monodromie ¢.

y

Beweis: Mit K ist auch K ein Simplizialkomplex (I2a): K ist ein System
endlicher Mengen und abgeschlossen unter Bildung von Teilmengen.

Die Projektion p ist eine simpliziale Uberlagerung (M1x): Zu jeder Ecke
a € Q) wird der Stern St(a, K) trivial iberlagert durch die Eckensterne
St((u,a), K), siche M5B. Die Faser iiber z, ist p~*(z,) = F x {z,} =
Nach Konstruktion operiert die Fundamentalgruppe (K, z,) = [ S| R]
hierauf durch die vorgegebene Monodromie ¢. QED
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© Damit erhalten wir die Galois—Korrespondenz M5a fiir SKomplexe:

Korollar M5c: Uberlagerung aus Untergruppe
Sei K ein zshgder SKomplex und H < G = 7, (K, z) eine Untergruppe.
Auf der Quotientenmenge F' = H\G operiert G durch Multiplikation

¢: FxG—F: (Ha,g)+— Hag.

Der SKomplex K = F % K ist zusammenhingend, da G transitiv operiert.
Die Uberlagerung p : (K,%,) — (K,z,) mit &, = (H 1, z,) induziert

py T (K, &g) — m (K, z4) mit Im(p,) = H. Ist H < G normal, so ist

F = H\G eine Gruppe, und wir erhalten die Galois—Uberlagerung

H\GW (k7£0> i> <K,Q?0>.

Speziell fiir H = {1} erhalten wir eine universelle Uberlagerung.

Aufgabe: Diese Aussagen sind klar nach Konstruktion. Falls (noch) nicht,
rechnen Sie es nach! Falls Sie Hilfe brauchen, fithre ich es fiir Sie aus.
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Beweis: Wir setzen den zugrundeliegenden Simplizialkomplex K als
zusammenhangend voraus, um die Existenz eines Spannbaumes 7' C K
zu sichern (Satz 13]). Jede Etage von F' x T'ist somit zusammenhangend.
Da die Gruppe G zudem transitiv auf F operiert, erreichen wir jede Etage
durch die Operation der verbleibenden Kanten {a,b} € K \ T.

Sei w = ayaqay ... a, qa, ein geschlossener Kantenpfad in (K, z).
Das zugehorige Gruppenelement ist (w] = s, 4 S4,4, " Sa, ,a, € G-
Der nach (K, z,) hochgehobene Kantenpfad w = a4a,a, ...a,,_;a,
lauft vom Start a, = z, zum Ziel a,, = % - [w]. Dieser ist genau dann

geschlossen, wenn [w] € H gilt. Hieraus folgt Im(p,) = H.

Fir H < G ist F = H\G eine Gruppe. Die Linksmultiplikation F' ~ F
stiftet die simpliziale Galois—Uberlagerung F ~ (K, %,) 2 (K, x,).
Speziell fir H = {1} ist der so konstruierte Komplex K = F$% K
einfach zusammenhéngend, dank p, : 7, (K, ;) > H < (K, x).
Somit ist p eine universelle Uberlagerung (im Sinne von M3j). QED




Anwendung auf Flachengruppen Ly

Zu Graphen K gehoren die freien Gruppen 7 (K, z,) = (S| —).
Zu geschlossenen Flachen FF gehoren die Flachengruppen

112

™ (Fy, xg) G = (ay, by, ..., Gy b, | a;bya7tby? ---agbgag_lbgl =1),
T (Fy,xg) =2 Gy = (¢, ‘ CoCoC1 €y CyCy = 1).
Analog zum Satz M5D von Nielsen-Schreier fiir freie Gruppen gilt hier:

Satz M5k: Flachengruppen

Jede Untergruppe U < G von endlichem Index n ist selbst isomorph
zu einer Flichengruppe, U = Gj;. Genauer gilt dabei 1 — h = n(1 — g).

Beispiel: Fiir den Torus F}f == St x S! gilt G =~ Z x Z. Jede Untergruppe
U < G von Index n € Nist von der Form U = Zu & Zv mit u,v € Z X 7Z
und det(u,v) = n, also U = Z x Z = G, wie vom Satz vorhergesagt.

Fiir g > 2 versagen die kommutativen Werkzeuge der Linearen Algebra,
doch Fundamentalgruppen und Uberlagerungen helfen uns wunderbar!
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Anwendung auf Flachengruppen Erliuterung

Die Gruppe G7 ist explizit prasentiert, zudem sehr iibersichtlich
mit nur einer Relation. Damit ist die Gruppe zwar eindeutig festgelegt,
doch viele Fragen bleiben noch offen, etwa mogliche Untergruppen.

© Der Beweis ist erfreulich leicht und folgt erneut dem obigen Credo:
Wer Uberlagerungen versteht, versteht Untergruppen, und umgekehrt.
Das macht die Galois—Korrespondenz zu einem starken Werkzeug.
Wir adaptieren unseren Beweis des Satzes von Nielsen—Schreier:

Beweis: Zur Gruppe G} haben wir eine simpliziale Flache K, |K| = F,
mit 7, (K, z,) = G . Zur Untergruppe U existiert dank M5c eine zshgde
Uberlagerung p : (K, %)) — (K, 2,) mit p, : m (K, &) = U < G.

Auch K ist eine zusammenhingende orientierbare geschlossene
simpliziale Fliche. Dank Flichenklassikation (K3g) gilt |K| =~ Fjf

fiir ein h € N und somit U = G},. Fiir die Euler—-Charakteristik gilt

2 —2h = y(K) = ny(K) =n(2—2g),also 1 — h =n(l — g). QED
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Anwendung auf Flachengruppen Erlauterung

© Als Dreingabe erhalten wir erneut die quantitative Prazisierung.
Diese nutzen wir sogleich im folgenden beruhigenden Korollar.

Korollar M5L: Flachengruppen
Von allen Flachengruppen G mit g € Nist nur G5 = {1} frei.

Fiir r > 1 Randkomponenten ist jede der Gruppen m, (F3,., z) frei (L6H).

Unsere Prasentation von GF folgt bequem aus der Flachenklassifikation
und hat nur eine Relation. Das schliefit keineswegs aus, dass G7 frei ist,
denn eventuell ist eine weitere Prasentation ohne Relationen méglich.
Als warnende Illustration betrachte man (a,b|a =b) = (a|—):

Um zu zeigen, dass eine Gruppe frei ist, geniigt es, eine Basis anzugeben.
Um zu zeigen, dass sie nicht frei ist, miissen wir eine Hindernis angeben,
also eine Eigenschaft der Gruppe, die ihrer Freiheit im Wege steht.

Beweis: Die Abelschmachung zeigt, dass die Flachengruppe G
mit g € N nicht frei ist, denn (G} ),, = Z/2 x Z9 hat Torsion.
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Anwendung auf Flachengruppen Exliuterung

Angenommen, eine der Flichengruppen G = G mit g > 1 wire frei.
Wegen G, =~ 729 hat GG dann den Rang 2g > 2. Demnach existieren
Untergruppen U < G zu jedem Index n > 2 (M5E). Nach Nielsen—-Schreier
Mb5p ist U frei vom Rang r = 1 — n(1 — 2¢), also U, = Z". Nach M5k gilt
jedoch ebenso U =~ G#f mit h = 1 —n(1 — g) und somit U, == Z?".

Die Gleichung 1 —n(1 —2g) = 2 — 2n(1 — g) gilt nur firn = 1. QED

© Unser topologischer Beweis ist trickreich. Warum ist er so leicht?
Weil wir fiir Graphen und Flachen starke topologische Techniken haben!
In seiner Gesamtheit ist dieser Beweis keineswegs kurz: Wie bendtigen
die Flachenklassifikation, Fundamentalgruppen und Uberlagerungen.
Wieder einmal jauchzen wir: Der Weg ist lang, doch lohnend!

Aufgabe: Zeigen Sie das Korollar mit  Hom(G},S;) < 6%9. Losung;:
Wire G/ frei, so vom Rang 2g, also § Hom(G},S;) = 629 dank UAE.
Fur einige der Zuordnungen {a,, ..., b,} — S; ist jedoch die Relation
ay,b,] -+ [a,,b,] = 1 nicht erfiillt. Also gilt § Hom(Gy,S3) < 6°9.
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Der Reidemeister—Schreier—Algorithmus Exliuterung

Gruppenprasentationen G = (S| R) durch Erzeuger S und Relationen R
sind der zentrale Gegenstand der kombinatorischen Gruppentheorie.
Zu einer Untergruppe H < G moéchte man dann eine Priasentation

= (S’ | R") ableiten. Das folgende Verfahren 16st dies sehr elegant:

Satz M5H: Reidemeister 1926, Schreier 1927

Sei H < (G eine Untergruppe von endlichem Index n = |G : H| < 0.
Ist G endlich erzeugt bzw. endlich prasentiert, so auch H. Quantitativ:
(@) Zu G = (9) existiert S" C G mit H = (S") und |S'| — 1 =n(|S]| —1).
(b) Zu G = (S| R) existiert H = (S" | R") zudem mit |R’| = n|R|.

Bemerkung: Der Satz M5D von Nielsen—Schreier impliziert (a).
Umgekehrt impliziert (b) Nielsen—Schreier: Aus R = () folgt R’ = (.

[ [1B. Chandler, W. Magnus: The History of Combinatorial Group Theory:
A Case Study in the History of Ideas. Springer 1982 (Chapter I1.3)
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Der Reidemeister—Schreier—Algorithmus Erliuterung

Beweis: Gegeben sei die Prasentation G = (S| R). Die freie Gruppe
(S|—) = m(Ky,z,) ist Fundamentalgruppe eines Graphen K, (L6D).
Wir erhalten (S| R) = m; (K, z,) durch Anheften einer 2—Zelle fiir jede
Relation (L6s). Dank Galois—Korrespondenz M56G entspricht H < G einer
Uberlagerung p : (K, %,) — (K, z,) mit Im(p,) = H und Faser H\G.

Der SKomplex K entsteht aus der Uberlagerung p : (K,,%,) — (K, z,)
durch Anheften derselben 2-Zellen, jeweils hochgehoben auf jede Etage.
Die Gruppe (K, %,) = (S| —) ist frei und liefert die gewiinschten
Erzeuger dank , (inc) : 7, (K, &) = (5| =) = (S"|R') = 7, (K, &,).

(a) Im endlichen Fall gilt x(K,) =1 —|S|und 1 — || = x(K,) = nx(K,).

(b) Die hochgehobenen 2-Zellen von K entsprechen den Relationen R’
einer Gruppenprasentation H = (S’ | R). Dabei gilt R’ =~ (H\G) x R;
speziell im endlichen Fall erhalten wir also |R’| = n|R|. QED
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Der Reidemeister—Schreier—Algorithmus Exliuterung

Bemerkung: Bei unendlichem Index gilt die Endlichkeitsaussage (a) i.A.
nicht mehr: Die freie Gruppe F = (s,t| —) vom Rang 2 enthalt die freie
Untergruppe G = (t¥st~* : k € Z| —) von unendlichem Rang und Index.

Aussage (2) jedoch in der Form R’ =~ (H\G) x R gilt allgemein weiterhin.
Insbesondere folgt aus R = () immer R’ = (). Das ist erneut der Satz von
Nielsen—Schreier mit obigem Beweis durch Uberlagerung von Graphen!

Bemerkung: Diese topologisch-simpliziale Konstruktion kénnen wir nun
algebraisch-kombinatorisch formalisieren: Wir erhalten hieraus den
Reidemeister—Schreier—Algorithmus. Seine handische Ausfithrung ist in
jedem Einzelfall klar, doch seine allgemeine Formulierung ist mithsam.
Ich empfehle daher nachdriicklich die geometrische Veranschaulichung!

Die algebraische Formalisierung als Algorithmus, ready to code,
ist dann eine interessante Ubung in Geduld und Sorgfalt.
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Der Reidemeister—Schreier—Algorithmus Erliuterung

Algorithmisch interessant ist das Reidemeister—Schreier—Verfahren vor
allem fiir endliche Prasentationen G = (S| R) und Untergruppen H < G
von endlichem Index. Es liefert zwar endliche Prasentationen, doch diese
sind im Allgemeinen grof§ und unhandlich. Fir praktische Zwecke wird
man versuchen, sie anschlieflend moglichst weit zu vereinfachen, durch
geeignete Tietze—Transformationen (L3s). Computer-Algebra-Systeme
zur kombinatorischen Gruppentheorie implementieren genau dies.

Bequem nutzbar, effizient implementiert und griindlich getestet finden
Sie dies zum Beispiel in GAP, https://docs.gap- system.org/doc/ref/chap48.
Dort finden Sie auch praktische Beispiele. Wenn Sie mdchten, konnen Sie
damit experimentieren und einige kleine Beispiele per Hand priifen.

Beispiel: Wiederholen Sie die Coxeter—Prasentation der symmetrischen
Gruppe S,,. Folgern Sie eine Prasentation der alternierenden Gruppe A,,.
Die folgende Ausfithrung gibt hierzu eine detaillierte Anleitung.



https://docs.gap-system.org/doc/ref/chap48
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Reidemeister—Schreier: Anwendungsbeispiel G — 7Z,, Erliuterung

Das leuchtende Beispiel A,, < S, fithrt zu folgender Sichtweise:

Beispiel: Vorgelegt sei die Prasentation G = (S| R). Zu jeder Relation
r=sts,' € Rseie(r) :=e, + -+ ¢, € Z die Exponentensumme.
Daraus berechnen wir den grofiten gemeinsamen Teiler

n:=ggT{e(r)|r € R} € N.

Wir erhalten den Gruppenhomomorphismus o : G = Z/nZ mit a(s) = 1
fiir alle s € S. Sein Kern H := Ker(«) < G hat demnach Index n. (Im Falle
n = 0 haben wir o : G — Z/0Z = Z und der Index von H in G ist cc.)

Beispiel: Fir die Coxeter—Préasentation L3w der symmetrischen S,
erhalten wir die Abelschmachung oo = sign und H = A, siehe L373.

t2 =1 fiir alle 4
Reidemeister—Schreier: Anwendungsbeispiel G — 7Z,, Erliuterung

Aufgabe: Bestimmen Sie aus G = (S| R) eine Prasentation H = (S’ | R").
Hinweis: Das Reidemeister—Schreier—Verfahren liefert das Gewtinschte!

Losung: Hier ist ein typischer Graph K =F%KzuH = Ker(a) 4G.
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Reidemeister—Schreier: Anwendungsbeispiel G — Z Erliuterung

(1) Aus den Erzeugern S = {a, b, c, ... } fiir G erhalten wir Erzeuger fir H
dank Reidemeister—Schreier M5H. Fiir n = 0 finden wir die Erzeuger

1

b, > afba™F1 ¢, = afea™L, .. mitk € Z.

Im endlichen Falle n > 1 finden wir die Erzeuger a,,_; — a™ und

bo > ba™t, by aba™?, ..., b, o a"%ba" T b, a™ b,
o cat, ¢ aca? e, o a¥ 2ca ™ e, = a e, .
Alternativ a, | - a®, b, = a*ba "1, ¢, = afca ™, . mitk € Z, .

Hier ist zusammenfassend Z, = {0,...,n — 1} fiirn > 1 und Z, = Z.
Im Falle n = 0 gilt a,,_; — o™ = 1, und diesen Erzeuger l6schen wir.

(2) Jede Relation r € R heben wir zu einem Wort 7in a,, ., by, ¢y, ...
gemifl M407. Seine Hochhebungen sind 7, = a*7a 7% fiir k € Z .

Aus der Prasentation G = (S| R) erhalten wir so H = (5" | R")
mit " ={a, |, by, ¢, ...|k€Z, }und R" ={r |re R, kE€Z,}.
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Reidemeister—Schreier: Anwendungsbeispiel A, <S_ Erliuterung

Beispiel: Wir betrachten die obige Coxeter—Prasentation S, =~ P, .
Hier erhalten wir o = sign und H = A,,. (1) Als Erzeuger finden wir

vy bt g ettt v, =t fir2 <i <.

Das entspricht im Graphen K = F % K dem oben gewihlten Spannbaum;
dieser enthalt u,. (Ein anderer Spannbaum liefert etwas andere Erzeuger.)

Wir heben alle Relationen hoch: (2a) Die Relation ¢7 hebt sich zu v,  ¢2.

Die Relation ¢? hebt sich zu u;v; — t? und zu vu,; — t,t?t7! fiir 2 < i < n.

(2b) Die Relation (,t,)> hebt zu v3 — (tt5)° und (vyu,)? 5 1 (t,t)3 7.

Fir 2 < i < n — 1 hebt sich die Relation (¢;¢,,,)® zu (v;v;,1)° = (t;t;41)°
Y Y3l A o . 2

ot o7 und (o) > (1 Pl 2.2 1 < J < k< et

7 1%5 1% 1\"1%j 1 - —=
sich die Relation (¢;t,)? zu (u;v;,)* = (t;t,)% und (v;uy)? =ty (¢t,)% 7

© Damit haben wir alle Relationen von S,, zu Relationen von A,
hochgehoben, und wir erhalten eine Prasentation A, =~ (S’ | R").
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Reidemeister—Schreier: Anwendungsbeispiel A, <S_ Erlauterung

Nach Vereinfachung durch Tietze-Transformationen (L3s) erhalten wir:

vy = (Vu)° =1 fur2<i<n-—1 >

v = (vyy)? =1 fur2<i<j<k<n

/o
P = <v2,...,vn_1

Zur Erinnerung: Eine Prasentation beinhaltet immer zwei Aussagen.

(1) Erzeugung: Jede gerade Permutation o € A, ist ein Produkt der hier
angegebenen Erzeuger 7,7; +4 v; mit 2 < i < n. (Ubung / Wiederholung:
Zeigen Sie dies direkt! Es gelingt zum Beispiel per Induktion iiber n.)

(2) Aquivalenz: Die Relationen kliren jede Mehrdeutigkeit. Genau dann
ergeben zwei solche Produkte dieselbe Permutation o € A,,, wenn sie
durch eine Folge der angegebenen Relationen ineinander tibergehen.

(2a) Machen Sie die Probe: Dass die angegebenen Relationen in A, gelten,
rechnen Sie leicht nach durch Einsetzen und Ausmultiplizieren in A,.

(2b) Dass die von uns angegebenen Relationen fir A,, wirklich ausreichen,
also alle weiteren Relationen in A, erzeugen, folgt aus obiger Rechnung.
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Reidemeister—Schreier: Anwendungsbeispiel A, <S_ Erliuterung

© Zur Sicherheit mache ich zwei einfache Stichproben mit GAP:

gap> F := FreeGroup( "v2", "v3" );;

gap> v2 := F.1;; v3 := F.2;;

gap> G := F / [ v273, (v2*v3)"3, v3*2 ];
<fp group on the generators [ v2, v3 ]>
gap> [ Size(G), StructureDescription(G) ];
[ 12, "A4" ]

gap> F := FreeGroup( "v2", "v3", "v4" );;

gap> v2 := F.1;; v3 := F.2;; v4 := F.3;;

gap> G := F / [ v273, (v2*v3)”3, (v3*v4)~3, v372, v472, (v2*v4)*2 1;
<fp group on the generators [ v2, v3, v4 ]>

12/ gap> [ Size(G), StructureDescription(G) ];

3 [ 60, "A5" ]

1

(]

1

[SCREEY

Diese Abzahlung zeigt erneut, dass unsere Relationen vollstindig sind:
Der Gruppenhomomorphismus h : P, — A, : v, — 7,7, ist wohldefiniert,
da die Relationen in A, gelten, und surjektiv,da A, = (775, ... , 77,1 )-
Mit §P; < #A, < oo folgt, dass h bijektiv ist, also ein Isomorphismus.
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Reidemeister—Schreier: erste Schritte zur CGT Exliuterung

Das Reidemeister—Schreier—Verfahren ist handisch nur fiir kleine oder
stark strukturierte Prasentationen bequem. Es liefert zwar immer eine
endliche Prasentation, doch diese gerat im Allgemeinen unhandlich grof3.
Die Rechnung wird dann eine Herausforderung zu guter Buchfithrung.

Fiir praktische Zwecke versucht man immer, Prasentationen méglichst
weit zu vereinfachen, durch geeignete Tietze-Transformationen (L3s).
Schon in unserem obigen Beispiel A, entstehen reichlich redundante

Erzeuger und Relationen, die ich anschlieflend frohlich bereinigt habe.

Permutationsgruppen G < S, und Matrixgruppen G < GL,, K sind Thnen
schon seit Anfang Thres Studiums vertraut. Endlich prasentierte Gruppen
G = (S| R) bilden eine dritte Sdule und sind der zentrale Gegenstand der
kombinatorischen Gruppentheorie (CGT). Zu allen dreien gibt es sowohl
strukturell-theoretisch als auch algorithmisch-praktisch sehr umfassende
Werkzeuge, die erfreulich effizient ineinander greifen, und deren
Anfange Sie bereits in Thren Grundvorlesungen bewundern kénnen.

M532

Reidemeister—Schreier: erste Schritte zur CGT Exliuterung

© Erfreulicherweise findet GAP sogar Prasentationen zu Erzeugern.
(Die Ausgabe variiert, ich habe sie nachtraglich von Hand sortiert.)

i1gap> S := [ (1,2), (2,3), (3,4), (4,5) ];; Size(Group(S));

21 120

s gap> iso := IsomorphismFpGroupByGenerators( Group(S), S );

4 [ (1:2): (2:3): (3:4): (4:5) ] -> [ Fl: FZ’ F3: F4 ]

s|gap> fp := Image( iso );

o <fp group of size 120 on the generators [ F1, F2, F3, F4 ]>

7 gap> RelatorsOfFpGroup( fp );

s| [ F1A2, F2A2, F3A2, F4*2, (F1*F2)A3, (F1*F3)A2, (F1*F4)72, (F2*F3)*3,
(F2*F4)"2, (F3*F4)73 ]

gap> S := [ (1,2,3), (1,2)(3,4), (1,2)(4,5) ];; Size(Group(S));
11| 60

12| gap> 1so := IsomorphismFpGroupByGenerators( Group(S), S );

[ (1,2,3), (1,2)(3,4), (1,2)(4,5) ] -> [ F1, F2, F3 ]

14| gap> fp := Image( iso );

<fp group of size 60 on the generators [ F1, F2, F3 ]>

gap> RelatorsOfFpGroup( fp );

7| [ F1A3, (F1*F2)73, (F2*F3)A3, F272, F372, (F1*F3)72 ]

[w)
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Meine Ziele und Wiinsche fiir diese Veranstaltung:
1 Freude an Mathematik! Wir wollen unseren Spaf} haben.
2 Sie engagieren sich kontinuierlich, wir betreuen Sie bestens.

3 Sie lernen wunderschone und nutzliche Mathematik.

Freuen Sie sich uber schone und nutzliche Mathematik! e

[ Einfithrung: Was ist und was soll die Topologie? }
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Topologie Werkzeuge Topologie Topologie
4 N [ N [ N [ 2\
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Topologie und Homotopie || Topologie des R™ erlagerungen
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Topologische Die Sprache Klassifikation Into the great
Konstruktionen der Kategorien der Flachen wide open ...
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Freuen Sie sich Uber schone und niitzliche Mathematik! Exliuterung

Herr: es ist Zeit. Das Semester war lang.
Befiehl den letzten Sitzen wahr zu sein.

frei nach Rainer Maria Rilke (1875-1926), Herbsttag

Auch diese Vorlesung kommt zu ihrem guten Ende. Sie war so angelegt,
dass wir ehrliche Beispiele und die schone Theorie zugleich aufbauen.
Das ist anstrengend, doch lohnend. Zahlreiche Illustrationen aus der
Vorlesung und Ubungsaufgaben zeigen IThnen konkrete Anwendungen.
Mit Hilfe topologischer Konstruktionen und Obstruktionen kénnen Sie
Probleme prézise erfassen und elegant 16sen. Darauf diirfen Sie stolz sein.

Echte Mathematik ist immer beides: sowohl abstrakte Theorie als auch
konkrete Anwendung. Sie sind keine Gegensitze, sondern sie erginzen
sich, die eine kann nur mit der anderen dauerhaft erfolgreich sein.
Mathematik klart und quantifiziert Zusammenhénge: Das ist ihr Nutzen!
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Starke!
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Freuen Sie sich uber schone und nutzliche Mathematik! Exliuterung

Das Wort ,abstrakt” missbraucht der Ignorant gern als Schimpfwort fiir
alles, woruber ihm die Kenntnis fehlt oder wovor er die Miithe scheut.
Gute Abstraktion strukturiert und vereinfacht; eine allgemeine Tatsache
ist oft leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre verwunderlichen
Spezialfille. Die sollen Sie natiirlich nicht ignorieren, sondern richtig
verstehen; hierzu brauchen Sie Uberblicks- und Detailwissen zugleich.

Gerade zur Fundamentalgruppe ist die abstrakte Definition erfreulich

leicht, doch jede ernsthafte Anwendungen erfordert redliche Miihe. Das
splren Sie deutlich; abstrakt ist leicht, konkret ist schwer. Freuen Sie sich
also iiber jedes abstrakte Werkzeug, das ihre konkrete Arbeit erleichtert.

Abstraktion ist die Kunst, Wesentliches von Unwesentlichem zu trennen.
Sie dient der Denkokonomie: Daten andern sich, Methoden bestehen.
Theorie und Anwendung arbeiten nur gemeinsam effizient zusammen,
wie linke und rechte Hand. Geben Sie sich auch in Zukunft nicht mit
weniger zufrieden! Bleiben Sie ehrlich, neugierig, engagiert!




Arbeitsteilung zwischen Lehren und Lernen o

Ich fithre Argumente sorgsam vor. Sie arbeiten alles griindlich nach.
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Arbeitsteilung zwischen Lehren und Lernen Erliuterung

Studieren fordert und fordert Thr eigenstindiges Arbeiten. Ich stecke den
Weg fiir Sie ab, weder zu weit noch zu eng, gehen miissen Sie ihn selbst.
Das rechte Maf} fiir Sie zu finden ist schwierig, aber moéglich... im Dialog,
als Gemeinschaft der Lehrenden und Lernenden. Das ist Universitat!

Es geht nicht darum, dass Dozierende ihren Studis Wissen ,eintrichtern”
oder sich Studierende rein passiv ,aufschlauen” lassen. Viele Studierende
beklagen zurecht das ,Bulimie-Lernen®, doch praktizieren genau das.
Auch wenn manche sich ,,Studium” so vorstellen: Das ist verkehrt!

Studieren bedeutet sich zu bemiihen, seine Neugier zu pflegen, sich aktiv
Wissen und Kénnen anzueignen und wissenschaftlich zu betétigen.

Wir schaffen fiir Sie einen forderlichen Rahmen, in dem dies gelingt.
Oft wird diese Miihe verachtet. Manchmal fruchtet sie tatsachlich.

Erklire es mir, und ich werde es vergessen.
Zeige es mir, und ich werde mich erinnern.
Lass es mich tun, und ich werde es verstehen.
Konfuzius (551-497 v.u.Z.)
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Was macht die Topologie so einzigartig? Erliuterung

Viele halten die Topologie fiir abstrakt und schwierig,
doch nur Wenige haben Recht!

Sie wissen aus Erfahrung: Analysis ist konkret... und dadurch beliebig
kompliziert. Lineare Algebra ist abstrakt... und dadurch meist einfach.
Die Topologie ist beides: wunderbar abstrakt und vollkommen konkret!
Mathematik zu studieren ist harte, ehrliche Arbeit... und es lohnt sich.

Erfahrungsgemaf3 bereitet die Topologie Teilnehmer:innen nachhaltig
Freude, vielleicht gelingt dieses Wunder erneut, zumindest im Riickblick,
wenn Sie merken wie Sie mit dieser Herausforderung gewachsen sind.
Sie lernen schrittweise eine umfassendere Sicht auf die Mathematik.

We choose to study Topology this very semester,
not because it is easy, but because it is hard,
because that goal will serve to organize and

measure the best of our energies and skills.
frei nach John F. Kennedy (1917-1963)

Zum guten Schluss e

Nun habe ich [ein Semester]| lang zu Ihnen gesprochen und werde jetzt
damit aufhoren. Einerseits mochte ich mich entschuldigen und andererseits
wieder nicht. Ich hoffe — ja, ich weif3 —, dass [einige] von Ihnen allem mit
grofder Spannung folgen konnten und eine angenehme Zeit damit verbracht
haben. Aber ich weif$ auch, dass die Krdfte der Lehre von sehr geringer
Wirkung sind, aufer unter jenen gliicklichen Umstdnden, in denen sie
praktisch iiberfliissig sind. Daher darf ich im Hinblick auf die[ jenigen], die
alles verstanden haben, sagen, dass ich nichts anderes getan habe, als Ihnen
die Dinge zu zeigen. Was die anderen betrifft, tut es mir leid, wenn ich Ihren
Widerwillen gegen dieses Fachgebiet erregt habe. [...] Ich hoffe nur, dass ich
Sie nicht ernsthaft verwirrt habe, und dass Sie dieses interessante Geschdft
nicht aufgeben. Ich hoffe, dass jemand anderes es [hnen so beibringen kann,
dass es Ihnen nicht im Magen liegt, und dass sie trotz allem eines Tages
feststellen, dass es nicht so schrecklich ist, wie es aussieht.

nach R. P.Feynman (1918-1988), Epilog seiner Vorlesungen iiber Physik
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